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Lời nói đầu cho lần xuât bản thứ: 18 


Sau lần in thứ 14 của giáo trình đã được xem lại và rút gọn (năm 
1962), giáo trình được tiêp tục xuât bản bằng cách ¡in chụp. Trong lần 
xuât bản này, quyên sách có nhiều sửa đổi trước hêt nhằm phù hợp 
với «Tuyền tập các bài tập theo giáo trình Hình học họa hình» của 
V.O. Goocđõn, Iu. B. Ivanõp và T.E. Xônxeva. Do đó, giáo trình đã 
rút bớt phần những bài tập đề tự giải và một sô ví dụ về dựng hình đã 
đưa vào tuyên tập nói trên. : 

Những đề nghị về nội dung và khôi lượng của quyên sách, về 
những lời giải cho những bài tập có trong quyến sách nói riêng, đã 
được tính đên. Tác giả đã làm dưới dạng hình vẽ cho những lời giải và 
định đưa chúng vào lần xuât bản này. Hiện nay, nội dung ây đã đưa 
vào tuyến tập các bài tập nói trên. 

Phần cơ bản của giáo trình, vẫn như trước, là nội dung của 
chương trinh đã được Bộ Đại học và Trung học chuyên nghiệp Liên 
Xô duyệt cho các ngành chê tạo máy, chê tạo công cụ và công nghệ cơ 
khí của các trường đại học kỹ thuật. Vì vậy, trong sách trình bày «Hệ 
thông các hình chiêu thẳng góc» và «Hình chiêu trục đo». 

Những yêu cầu thu gọn khôi lượng để phù hợp với thời gian của 
chương trình học tập dành cho Hình học họa hình, dĩ nhiên, không 
được thỏa mãn về mặt tài liệu. Nhưng đã có sự thu gọn theo quan 
điểm của tác giả. Đồng thời việc sửa chữa quyên sách đã cho phép đưa 
vào tài liệu mới để trình bày đầy đủ hơn một vài phần của chương 
trinh và chặt chẽ hơn một sô điểm riêng biệt. Sô câu hỏi để ôn 
nội dung đã học và để tự kiểm tra tăng lên nhiều. 

Những ký hiệu được dùng trong sách từ lần in thứ nhât (1936) về 
cơ bản được đề ra từ thê kỷ XIX do các nhà bác học trong nước 
NI Macarôp và V.I. Cuôcđiumôp vẫn được dùng hiện nay trong 
việc giảng dạy và trong các tài liệu giáo khoa, như kinh nghiệm đã chỉ 
TÔ, là không có gì phức tạp. Những ký hiệu này đơn giản, diễn tả tôt 
¿ không làm rườm rà bản vẽ. Dĩ nhiên, hiện nay không thể chỉ ra một 
hệ thông ký hiệu nào mà có thê xem là có ưu điểm hoàn toàn để dùng 
trong thực tê giảng dạy. Nêu những ký hiệu «cũ» có những thiêu sót 
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nào đây thì những cái được gọi là những hệ thông «mới» có những 
thiêu sót không những không ít hơn mà đôi khi còn nhiều hơn rât 
nhiều. 

Cũng như trong những lần xuât bản trước (từ lần thứ 14), trong 
sách có in bản so sánh các ký hiệu trong các sách giáo khoa hiện nay. 

Trong lần xuât bản này có chỉ những tài liệu, chủ yêu là giáo khoa 
để người đọc có thê làm quen với các cách trình bày khác nhau những 
phần của chương trình và một sô vân đề bỗ sung. 

Trong việc chuẩn bị quyền sách đề đưa in, tôi đã nhận được nhiều 
lời khuyên và nhận xét của A.V. Bubennhicôp, Iu.B. Ivanôp, 
L.A. Ônkhôpxki và nhiều người khác. Tôi xin chân thành cảm ơn. 
Tôi cũng cảm ơn V.P. Pantrencô đã giúp đỡ trong việc chuẩn bị các 
hình vẻ, 

Mặc dù từ khi M.A. Xemenxôp-Oghiepxkt mât (1950), việc biến 
soạn quyền sách này do tôi đảm nhiệm và từ đó đền nay quyên sách đã 
có nhiều thay đối và bố sung quan trọng, tên của chúng tôi vẫn cùng 
đứng chung để kỷ niệm sự hợp tác và tình thân ái lâu đài của chúng 
tỐI. 


Ỉ.@. Goocdôn 
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Hình học họa hình là một trong những môn học cơ sở của chương 
trình đào tạo kỹ sư. | 

Đôi tượng của hình học họa hình là nghiên cứu và biện giải Các 
phương pháp xây dựng hình biểu diễn của các hình không gian lên 
mặt phăng và các phương pháp giải những bài toán hình học bằng 
những hình biểu diễn ây !. 

Hình biểu diễn xây dựng theo các quy tắc của hình học họa hình 
cho phép ta hình dung được hình dạng các đôi tượng và vị trí tương 
đôi của chúng trong không gian, xác định được các kích thước của 
chúng và nghiên cứu các tính chât hình học của các đôi tượng được 
biêu diễn. 

Hình học họa hình khơi gợi khả năng hình dung không gian và 
phát triển khả năng ây. 

Cuôi cùng, hình học họa hình nhờ bảo đảm được tính trực quan 
và chính xác, và do đó bảo đảm khả năng thực hiện được các vật thê 
được biểu diễn, đã được dùng nhiều trong thực tê xây dựng các bản vẽ 
kỹ thuật. - 

Những quy tắc để xây dựng hình biểu diễn, trình bày trong hình 
học họa hình, đều dựa trên phép chiêu. | 

Việc nghiên cứu phép chiêu được bắt đầu với cách vẽ hình chiêu 
của một điểm, bởi vì đễ xây dựng hình biêu diễn của một vật thê không 
gian nào đây người ta vẽ hình biêu diễn của một sô điêm của nó. 


BÍ 


`# Lá .c3 - , ` - ° ^ ^ ~ + * , ˆ , - 
L Có thể biểu diễn các hình không gian không chỉ trên mặt phẳng mà cá trên các mặt 
khác nào đầy như mặt trụ, mặt cầu; chúng dược nghiền cứu trong những phần riêng của 
hình học họa hình. 
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Chương ÌÏ 
Cách thành lập các hình chiêu 


1. Hình chiều xuyên tâm 


Đề có hình chiều xuyên tâm ta làm như sau: Lây một mặt phẳng 
P làm mặt phẳng hình chiều và một điểm 3Š không thuộc P làm tâm 
chiều (hình 1). Giả sử 4 là một điểm bât kỳ. Vẽ đường thắng qua 5 và 
4 đền cắt mặt phẳng P tại điểm đu, Cũng làm như ,vậy VỚI CáC điểm 
B và C, ta được các điểm b, và c„. Các điểm đụ, D, VÀ, Ếu 
được gọi là hình chiêu Xuyên tâm của các điểm j.,C€ trên mặt phẳng 
P. Các đường thẳng S4, SB, SC được gọi là các đường thắng chiều 
(hay các tia chiêu) 1. 

Nêu với một điểm D nào đây (hình I) mà đường thăng chiêu song 
song với mặt phẳng hình chiêu thì ta quy ước rằng chúng cắt nhau 
ở điểm xa vô tận: điểm D cũng có hình chiêu nhưng là điểm vô tận 
(í..). 

Nêu giữ nguyên vị trí mặt phẳng P và lây tâm chiêu mới là ®$, 
(hình 2) thì ta sẽ được hình chiêu mới của điểm 4 là điểm z„¡. Nêu 
tầm chiêu mới Š; la một điệm cũng thuộc đường thẳng chiêu S44 thì 
hình chiêu z„ vẫn không đôi. 

Vậy khi đã cho mặt phẳng hình chiêu và tâm chiêu (hình I) thì ta có 
thể vẽ được hình chiêu của một điểm. Nhưng biêt hình chiêu của một 
điểm, ví dụ điểm a„„ ta chưa thể xác định được vị trí của chính điểm 
A trong không gian, vì bãt kỳ điểm nào của đường thắng chiêu S4 
cũng được chiêu thanh cùng một điểm áp. Do đó, để điêm 4 được 
xác định một cách duy nhât cần phải có thêm những điều kiện phụ 
nữa. 

Có thể vẽ hình chiêu của một đường bằng cách vẽ hình chiêu của một 
sô điêm của nó (hình 3). Các đường thẳng chiêu vẽ qua các điểm này sẽ 
hợp thành một mặt gọi là mặt chiêu. Đó là một mặt nón 2 hay một mặt 
nhắng (ví dụ khi chiêu một đường thăng không đi qua tâm chiêu hay 
chiêu một đường gâp khúc, một đường cong mà mọi điểm của nó 
cùng thuộc một mặt phẳng đi qua tâm chiêu). 

Giao của mặt chiêu nói trên với mặt phẳng hình chiêu rõ ràng là 
hình chiêu muôn vẽ (hình 3). Nhưng như thây rõ trên hình 4, hình 
chiêu của một đường không đủ đề xác định đường được chiêu, vì trên 

'_ Tâm chiêu còn được gọi là e/e chiêu, còn hình chiêu xuyên tâm là hình chiêu cực. 


“VỊ vậy, hình chiêu xuyên tâm còn được gọi là hình chiêu nón. Khái niệm về mặt 
nón xem trong hình học không gian. 
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HÌNH l Ä; | HÌNH 2. 





HINH 3 HÌNH 4. 


mặt chiêu có rât nhiều đường cùng được chiêu thành một đường trên 
mặt phẳng hình chiêu. 

Từ phép chiêu các điểm và đường ta suy ra phép chiêu các mặt và 
các vật thể. 


2. Hình chiêu song song 


Nêu các đường thẳng chiêu là những đường thẳng song song thì 
phép chiêu được gọi là phép chiêu song song. Để xác định một phép 
chiêu song song trước hêt phải chỉ rõ hướng chiêu (xem mũi tên trên 
hình 5). Hình chiêu vẽ được như vậy gọi là hình chiều song song. 

Có thể xem phép chiêu song song là trường hợp riêng của phép 
chiêu xuyên tâm nêu xem tâm chiêu ở xa vô tận. 

Do đó, hình chiêu song song của một điểm là giao điêm của đhường 
dhăng chiêu, vẽ song song với hướng đã cho, với mặt phẳng hình chiều. 

Muôn có hình chiêu song song của một đường nào đó ta vẽ hình 
chiêu của một sô điêm của nó rồi nôi chúng lại bằng một đường 
(hình 6). 

Vì trong phép chiêu song song những đường thắng chiêu hợp 
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HÌNH § D, 3 HÏNH 6. 


thành một mặt trụ nên hình chiêu song song còn được gọi là hình 
chiều trụ ' 

Trong phép chiêu song song cũng như trong phép chiêu xuyên tâm: 

I) Mặt chiêu của một đường thẳng, trong trường hợp chung, là 
một mặt phẳng. Vì vậy, nói chung, đường thắng được chiêu thành 
một đường thăng: 

2) Mỗi điểm và mỗi đường trong không gian có một hình chiêu 
duy nhât: 

3) Mỗi điểm trên mặt phẳng hình chiêu là hình chiêu của mọi điểm 
của đường thẳng chiêu đi qua nó (hình 5: điêm đ, là hình chiêu của 
các điểm D, D,, Ð;): 

4) Mỗi đường trên mặt phẳng hình chiêu là hình chiêu của mọi 
đường của mặt chiêu đi qua nó (hình 7: đoạn thăng đ,D, là hình 
chiêu của các đoạn thẳng 4B, 44,B, và đoạn 44;B; của đường 
cong phẳng); muôn xác định một cách duy nhât các đường được chiêu 
tât nhiên phải có thêm những điều kiện phụ: 

5) Muôn vẽ hình chiêu của đường thẳng ta chỉ cần vẽ hình chiêu 
của hai điểm của nó. Đường thẳng nôi các hình chiêu vừa vẽ là hình 
chiêu cần tìm; 

6) Nêu một điểm thuộc một đường thẳng thì hình chiêu của điểm 
thuộc hình chiêu của đường thắng đó (hình §: điểm K thuộc đường 
thăng, hình chiêu k„ thuộc hình chiêu của đường thăng đỏ). 

Đôi với phép chiều song song ngoài những tính chât kế trên có thể 
nều thêm những tính chât sau đây: 

7) Nêu đường thẳng song song với hướng chiêu (đường thăng 48 
trên hình 8) thì hình chiêu của nó (hoặc của một đoạn thăng bât kỳ 
của nó) là một điểm (các điểm đụ, b„ trùng nhau): 

8) Một đoạn thắng thuộc đường thằng song song với mặt diễng 
hình chiêu sẽ được chiêu thành một đoạn thắng có đệ dài bằng nó 


' Khái niệm về mặt trụ xem trong hình học không gian. 
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HÍNH 7 HINH 8. 


(hình §: CD = œ#„, vì la những đoạn thắng song song giữa những 
đường thẳng song song nhau). 

Ở các phần dưới ta sẽ xét thêm một sô tính chât của phép chiêu 
song song và chỉ ra những tương quan tự nhiên của các hình dược xét 
được bảo toàn trong các hình chiêu của chúng. 

Từ phép chiêu song song của các điểm và đường ta Suy ra “cách VỀ 
hình chiêu song song của các mặt và các vật thê. 

Phép chiêu song song chược chia thành phép chiêu xiên góc và phép 
chiêu thẳng góc. Là phép chiêu xiên góc khi hướng chiêu hợp với mặt 
phẳng hình chiêu một góc khác 90°; phép chiêu thắng góc khi những 
đường thẳng chiêu vuông góc với mặt phằng hình chiêu. 

Khi xem các hình chiều song song ta phải tưởng tượng là ta đứng 
cạnh hình biểu diễn ở xa vô tận. Nhưng trong thực tê, các vật thê và 
các hình biểu diễn của chúng thường được xem ở khoảng cách hữu 
hạn. Khi đó. các tia đi từ mắt người quan sát họp thành một mặt nón 
chứ không phải là mặt trụ. Do đó phép chiêu xuyên tâm, chứ không 
phải là phép chiêu song song, sẽ cho ta hình biểu diễn giông thực hơn 
(theo những điều kiện xác định). Vì vậy, muôn có hình biểu diễn nhìn 
giông với hình thực hơn người ta dùng hình chiêu phôi cảnh là loại 
hình biêu diễn được xây dựng bằng phép chiêu xuyên tâm !. 

Mặc dầu vậy, như đã nói ở trên, hình chiêu song song vẫn được 
ứng dụng rộng rãi vì nó dễ vẽ và dễ xác định các tương quan kích 
thước tự nhiên. 


3. Phương pháp Môngjơ 


Những hiểu biêt và những phương pháp vẽ để xây dựng các hình 
biểu diễn phẳng của các hình không gian đã được tích lũy dần từ thời 
Ỷ.àờ—y—— 


- ' Hình chiêu phôi cánh không thuộc chương trình của giáo trình này. Bạn đọc cần 
" có thế xem. chẳng hạn, trong các giáo trình «Hình học họa hình» của 
A. Glagôlep, A.I. Đôbriacôp. N.A. Rưnhin. 
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xa Xưa. Trong cả một thời kỳ dài, phần lớn các hình biêu điễn phẳng là 
các hình biêu diễn trực quan. Với sự phát triển của kỹ thuật, vân đề có 
ý nghĩa hàng đầu của hình biểu diễn là tính chính xác và tính dễ đo, tức 
là khả năng xác định chính xác vị trí của mỗi điểm của hình biểu diễn 
đôi với các điểm khác và các mặt phẳng khác và khả năng xác định 
được kích thước của các đoạn thẳng của các đường và các hình bằng 
những phương pháp đơn giản. Những quy tắc và những phương 
pháp riêng lẻ được tích lũy dần để xây dựng các hình biểu diễn đã 
được hệ thông hóa và phát triển trong một công trình của nhà bác học 
Pháp MôngJơ, xuât bản năm 1799 với tên gọi «Géomètrie đescriptive». 

Gatspa Môngjơ (1746— 1818) là một nhà hình học nỗi tiêng 
người Pháp cuôi thê kỷ 18 và đầu thê kỷ 19, một kỹ sư, một nhà hoạt 
động xã hội và nhà nước trong thời kỳ cách mạng 1789 1794 và thời 
kỳ cầm quyền của Napolêon I, một trong những người sáng lập ra 
trường Bách khoa nôi tiêng ở Paris, một người tham gia công tác thực 
hiện hệ thông đo lường. Với tư cách là một bộ trưởng trong Chính ' 
phủ cách mạng của Pháp, Môngjơ đã hoạt động rât nhiều để bảo vệ 
Chính phủ khỏi sự can thiệp nước ngoài, đem lại thắng lợi cho quân 
đội cách mạng. MôngJơ không có cơ hội công bô được ngay công 
trình của mình về phương pháp đã nghiên cứu. Do ý nghĩa thực tê rât 
lớn của phương pháp này khi thực hiện các bản vẽ các đôi tượng quân 
sự và vì không muôn đề cho phương pháp của Môngjơ được biêt 
ngoài biên giới nước Pháp, chính phủ Pháp đã câm ïn nó thành 
sách. Mãi đên cuôi thê kỷ I8 lệnh câm này mới được bãi bỏ. Sau 
sự phục hồi của giòng họ Buôcbông, Gatspa Mông]ơ bị truy nã, phải 
trôn tránh và kêt thúc cuộc đời trong cảnh nghèo đói. 

Phương pháp MôngJơ nêu ra — phØng pháp phép chiều song song 
(ở đây là hai hình chiêu thẳng góc trên hai mặt phẳng hình chiêu vuông 
góc nhau), nhờ có tính trực quan, đảm bảo chính xác và dễ đo của 
hình biểu diễn trên mặt phẳng, đã và đang là phương pháp cơ bản đê 
xây dựng các bản vẽ kỹ thuật. 

Trong những phần sau, hai thuật ngữ «thẳng góc» và «vuông góc» 
được dùng với ý nghĩa như nhau. Thuật ngữ «hình chiêu VuÔng góc» sẽ 
được dùng đề ký hiệu hệ các hình chiêu thằng góc trên các mặt phăng 
vuông góc nhau. 

Trong giáo trình này xét chủ yêu là các hình chiêu thăng góc. Khi 
nào có dùng hình chiều song song xiên góc thì sẽ nói rõ. 
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CÂU HỎI CHO CHƯNG Ï 


- Hình chiêu xuyên tâm của một điểm được vẽ như thê nào? 
Trong trường hợp nào hình chiêu xuyên tâm của đường thắng là một điểm? 
Phép chiêu thê nào được gọi là phép chiêu song song? 
Hình chiều song song của đường thắng được vẽ như thê nao? 
Hình chiêu song song của một đường thẳng có thê là một điểm không? 

6. Nêu một điểm thuộc một đường thăng đã cho thì vị trí tương đôi của các hinh 
chiêu của chúng sẽ như thê nào? 

7. Trong phép chiêu song song, khi nào một đoạn thắng được chiêu thành một 
đoạn thẳng có độ dài bằng nó? 

$. Trình bày «phương pháp MôngJơ». 

9. Thuật ngữ «thằng góc» được hiểu như thê nào? 


na sa 
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Chương H 


Điểm và đường thẳng 


4. Điễm trong hệ thông E, H 


Ở trên (mục 2) đã nói rằng hình chiều của một điểm không đủ để 
xác định vị trí của điểm ây trong không gian. Muôn xác định vị trí của 
một điểm khi biêt hình chiều của nó cần có thêm những điều kiện phụ 
nữa. Ví dụ trong phương pháp hình chiêu có sô !, bên cạnh hình chiêu 
thăng góc của điêm lên mặt phẳng hình chiêu là một mặt phẳng nằm 
ngang, người ta ghi thêm sô chỉ khoảng cách của điêm ây đền mặt 
phẳng hình chiêu. Mặt phẳng hình chiêu được xem là có độ cao 
bằng 0. Sô ghi là ng nêu điểm nằm cao hơn và là đm nêu điềm 
nằm thầp hơn mặt phẳng hình chiêu, 

Trong phương pháp trình bày dưới đây, việc xác định vị trí của 
một điễm được tiên hành nhờ các hình chiêu thắng góc của nó lên hai 
mặt phẳng hình chiêu hay nhiều hơn. 

Trên hình 9 vẽ hai mặt phẳng vuông góc nhau, một trong chúng là 
mặt phẳng nằm ngang, ký hiệu bằng chữ 7 và một mặt phẳng thằng 
đứng. ky hiệu băng chữ E. Lây chúng làm các mặt phắn ø hình chiêu và 
gọi V là mặt phẳng hình chiêu đứng, 11 là mặt phẳng hình chiêu bằng. 
Các mặt phẳng V và H hợp thành hệ thông Ứ, H. 

Giao tuyên của các mặt phẳng hình chiêu được gọi là /rục hình 
chiêu và ký hiệu bằng chữ x hoặc dưới dạng HH. Trục hình chiêu 
chia mỗi mặt phăng V và thành các nửa mặt phẳng. Trong bôn góc 
nhị diện tạo nên bởi các mặt phẳng hình chiêu ta sẽ gọi góc mà các mặt 
bên của nó trên hình 9 có các chữ ƒW và #7 là góc thứ nhât. 

Trên hình 10 chỉ cách vẽ các hình chiêu của một điềm 4 - kỳ 
trong hệ thông 1, ; chiêu thắng góc điểm 44 lên V và ta được a', gọi 
là hình chiều đứng, và a, gọi là hình chiều bằng. 

Các đường thẳng chiêu tương ứng vuông góc với W và H! hợp 
thành một mặt phẳng vuông góc với V và ; và do đó với trục hình 
chiêu x. Mặt phẳng này cắt W và H theo các đường thẳng z7 và a7 là 
hai đường thẳng vuông góc với trục hình chiêu và cắt nhau tại điểm 


! Phương pháp hình chiêu có sô không thuộc nội dung của giáo trình này. Bạn đọc 
th z : — sé LÍ ` á r N, ` ` ` , ` ˆ 
nào quan tâm có thể tìm trong các giáo trình «Hình học họa hình» cho các ngành xây 
dựng và kiên trúc. 
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HÌNH 9. HÌNH 10. 


¡ trên trục hình chiêu. Do đó, hai hình chiều của một điểm bât kỳ nằm 
trên hai dhe>ờng thẳng vuông góc với trục hình chiều và cắt trục này tại 
cùng một điểm. 

Ngược lại, nêu qua các hình chiêu Z và z của một điểm 44,bât kỳ vẽ 
các đường thăng: đường thắng qua 4 vuông gÓC với và đường 
thăng qua z vuông góc với # thì những đường thắng này sẽ cắt nhau 
tại một điểm 4 xác dịnh. Vậy, hai hình chiều của một điểm hoàn toàn 
xác định vị trí của diễm ây trong không gian đôi với một hệ thông các mặt 
phẳng hình chiều dã cho. 

Bây giờ ta quay mặt phằng # quanh trục hình chiêu một góc 907, 
như chỉ trên hình 12, đên trùng với mặt phằng ⁄/—— mặt phẳng hình vẽ. 
Khi đó, các hình chiêu # và a sẽ cùng nằm trên một đường thẳng 
vuông góc với trục hình chiêu, gọi là đường dóng của điểm 44. Bản vẽ 
có được bằng cách gập H vào V như trên còn được gọi là đồ thức (đồ 
thức Mông/ơ), hay là bàn vẽ trong hệ thông ƒV, HH (hay là trong hệ 
thông hai hình chiêu thẳng góc). 

Khi chuyền sang đồ thức ta đã làm mât đi hình ảnh không gian của 
sự sắp xêp các mặt phẳng hình chiêu và của điểm. Muôn từ đồ thức có 
được hình ảnh không gian cần phải tưởng tượng: chẳng hạn theo 
hình 13 phải hình dung ra hình ảnh biểu diễn trên hình 10. 





HÌNH 1. 


HÌNH 12. | HÌNH 13. 
Kà I9 
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HINH 14. q 


Khi đã cho trục hình chiêu thì vị trí của điểm A đôi với các mặt 
phẳng hình chiêu V và H đã xác định. Đoạn thẳng Z7 biểu diễn 
khoảng cách từ điểm 4 đên #7, đoạn thẳng z7— khoảng cách từ 44 đên 
V. Ta cũng có thể xác định khoảng cách từ 4 đên trục x. Nó bằng cạnh 
huyền của một tam giác vuông mà hai cạnh góc vuông là z1 và aÏ 
(hình 14). Trên đồ thức, đặt đoạn #4 bằng aï vuông góc với a1 ta 
được cạnh huyền Ä1 biêu diễn khoảng cách muôn tìm. 

Cần chú ý là cần thiêt phải vẽ đường đóng giữa các hình chiêu của 
một điểm: chỉ khi nào có đường nôi các hình chiêu này ta mới có thể 
xác định được vị trí của điểm mà chúng biếu diễn. 


Ta quy ước từ nay về sau là đồ thức MôngjJơ hay những bản vẽ 
chiêu dựng trên cơ sở phương pháp Mông/ơ (xem mục 3) đếu được gọi 
bằng một từ' là bản vẽ và hiểu từ này chỉ theo nghĩa đã nêu trên. Trong 
những trường hợp khác, từ bản vẽ được dùng đi kèm với những từ 
xác định (bản vẽ phôi cảnh, bản vẽ trục đo v.v...). 


5, Điểm trong hệ thông V, H, W 


Trong một sô phép dựng hình hoặc khi giải các bài toán người ta 
đưa thêm vào hệ thông ƒ, những mặt phẳng hình chiêu khác. Chẳng 


Z 





HÌNH I5. HÌNH l6. HÌNH 17. y 
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qạ 


HÌNH I8. HỈNH ]9. HINH 20. 
hạn, như ta đã biêt, trong thực tê sản xuât, các bán vẽ máy và các chi 
tiêt máy phần lớn không chỉ gồm có hai hình chiêu mà là nhiều hơn. 

Dưới đây trình bày cách đưa vào hệ thông E, # một mặt phăng 
hình chiêu mới vuông góc với cả V và H, ký hiệu bằng chữ M 
(hình 15). Cùng như mặt phăng E, mặt phẳng M là mặt phẳng thăng 
đứng và được gọi là mặi phẳng hình chiều cạnh. 

Bên cạnh trục hình chiêu x, bây giờ xuât hiện thêm các trục mới 
z và cùng vuông góc với x. Gọi Ó là giao điêm của ba trục này. Vì 
trục x.L M⁄, trục ):'.L V, trục z.L H, nên hình chiêu của trục x trên mặt 
phẳng H⁄, của trục y trên mặt phẳng V và của trục z trên mặt phẳng 
H đều trùng nhau tại Ô. | 

Trên hình 15 chỉ sơ đồ gập các mặt phẳng ;, V, W vào thành một 
mặt phẳng. C' đó trục y có hai vị trí (hình 17). 

Trên hình không gian, hình 16. và trên bản vẽ, hình 1§, vẽ các hình 
chiêu bằng, hình chiêu đứng và hình chiêu cạnh của một điểm 4 
bât kỳ. 

Hình chiêu bằng và hình chiêu đứng (z và 2) nằm trên đường 
vuông góc với trục x— đường dóng đa, hình chiều đứng và hình 
chiêu cạnh (z và 4“) nằm trên đường vuông góc với trục z— đường 
đóng dd”. 

Cách vẽ hình chiêu cạnh theo hình chiêu đứng và hình chiêu bằng 
được chỉ trên hình 17. Có thể dùng hoặc các cung tròn tâm Ø hoặc 
đường phân giác của góc yOy,. 

- Khoảng cách của điểm 44 đên mặt phẳng 77 được đo trên bản vẽ 
bảng đoạn thăng z7 hay đoạn thẳng “2i; khoảng cách đên ⁄ bằng 
đoạn thăng ø! hay đoạn thăng z3; khoảng cách đên — đoạn thẳng 
á4 hay đoạn thắng z/3. Vì vậy có thể vẽ hình chiêu z“ như trên hình 18 
Dăng cách đặt trên đường dóng của ¿, a“, kế từ trục z, về phía bên 
phải, một đoạn thắng bằng a/. Cách vẽ như vậy là tôt nhầãt. 
ni Anh từ điểm 4 đên trục % thỉnh 19) trong không gian 

ng đoạn thăng 47. Nhưng đoạn thắng 447 bằng đoạn thắng 
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b 
HỈNH 2I. HÌNH 212, HÌNH 313. 


a”“O (xem mục 2, điểm 8). Vì vậy, trên đổ thức khoảng cách tử 
4 đền x (hinh 20) là đoạn thắng, Am 

Tương tự. khoảng cách từ điểm 4 đên trục y được biêu diễn bởi 
đoạn thẳng I, và khoảng cách từ điểm 4 đên trục z— đoạn thắng 
¡_ (hình 20). 

Vậy, khoảng cách từ mội điểm đên các mặt phẳng hình chiều và đền 
các trục hình chiều có thê đo dược trực tiềp bằng những doạn thắng xác 
dịnh trên đồ thức. Œ đây phải tính đên tỷ lệ xích của bản vẽ. 


Ta xét một vài Yí dụ vẽ hình chiêu thứ 3 theo hai hình chiêu đã cho. Giả sử (hình 2l) 
cho điểm 8 bằng hình chiêu đứng và hình chiêu bằng của nó. Vẽ trục z (hình 22: khoảng 
cách Ø7 lây tùy ý nêu không có điều kiện gì khác). rồi vẽ qua # đường đóng vuông góc 
với trục z và đặt trên đường này về bên phải trục z đoạn thắng b“2 bằng bi. 

Trên hình 23 vẽ hình chiêu e theo các hình chiều đã cho c', c7 (quá trình vẽ được chỉ 
bằng các mũi tên). 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 4, 5 


1. «Hệ thông EV, jM» là gì ? Và các mặt phẳng hình chiều W, # được gọi như 
thê nào? 

2. Cái gì được gọi là trục hình chiêu? ` 

" Dồö thức của một điểm trong hệ thông EV, !ƒ thu được như thê nào? 

. Hệ thông EV, HJ, MW/ là gì? Và mặt phẳng hình chiêu W được gọi là gì? 

" Đường dóng» là gì? 

6. Đồ thức gồm hai hình chiêu là hai điểm trên một đường dóng biểu diễn một điểm 
nào đây, điều âầy được chứng minh như thê nào? 

7. Vẽ như thê nào hình chiêu cạnh của một điểm theo hình chiêu đứng và hình chiêu 
bằng của nó? 


6. Các hình chiêu thắng góc và hệ thông các tọa độ vuông góc 


Mô hình biểu diễn vị trí của điểm trong hệ thông V, H, W (hình 16) 
tương tự như mô hình mà ta có thể vẽ khi biêt các tọa độ thăng góc ! 

! Hay gọi là Các tọa độ Đêcác». Hệ thông tọa độ Đêcác có thể là vuông hay xiên. 
Ở đây xét hệ thông tọa độ Đêcác vuông. Đêcác (1596 — 1650) là nhà toán học và triệt 
học Pháp. 


22 


htfps://tieulun.hopto.org 


của điểm ây. tức là các SỐ biểu thị khoảng cách của nÓ đền ba mật 
phẳng vuông gÓc nhau — các mặi phẳng tọa độ. Những đường thăng 
là giao tuyên của cac mặt phăng tọa độ gọi là các trục tọa độ. Giao 
điểm của các trục tọa độ gọi là sốc tọa độ và ký hiệu bằng chữ O'. Đối 
các trục tọa độ ta sẽ dùng những ký hiệu như trên hình ló. 
Các mặt phẳng tọa độ cắt nhau hợp thành 8 góc tam diện và chia 
không gian ra làm 8 phần — 8 góc tám. Trên hình 16 vẽ một trong các 
góc tám ây. Các đoạn thẳng xác định tọa độ của một điềm 441 bâầt kỳ 
được tạo nên như sau: từ 44 vẽ các đường vuông góc với các mặt 
phẳng tọa độ và gọi ø, đ, a” lần lượt là chân các đường vuông góc ây 
trên 77, Ứ, W. Tọa độ thứ nhât của điểm 41, gọi là hoành độ, là sô thu 
được khi đo đoạn 4a“ (hay đoạn thắng bằng nó Ø7 trên trục x) bằng 
một đoạn thăng nào đây iây làm đơn vị tỷ lệ xích. Cũng như vậy, đoạn 
thẳng 4z (hay đoạn thằng bằng nó Ó2 trên trục y) xác định tọa độ thứ 
hai của điểm 4, gọi là ng độ: đoạn thắng 4a (hay đoạn thắng bằng nó 
O3 trên trục z) xác định tọa độ thứ ba, gọi là cưo độ. 

Khi viêt các tọa độ, hoành độ được ký hiệu bằng chữ x, tung độ — 
chữ y, cao độ —chữ z. : 

Hình hộp vẽ trên hình 16 gọi là hình hộp tọa độ của điểm 4. Việc 
dựng một điểm theo những tọa độ đã cho của nó đưa về việc dựng ba 
cạnh của hình hộp tọa độ. làm thành một đường gâp khúc ba đoạn 
(hình 24). Chăng hạn đặt lần lượt các đoạn thắng Ó/, 7a và a4 hoặc 
O2, 2a“ và a”“4, ... Như vậy có thê thu được điểm 4 bằng 6 cách, trong 
mỗi cách đều phải có cả ba tọa độ. 


với 


Đề diễn tả một cách trực quan, trên hình 24 đường gâp khúc tọa độ được vẽ theo 
phương pháp hình chiêu /rụe đo xiên góc ?, một loại hình chiêu mà ta đã biệt trong giáo 
trình vẽ kỹ thuật ở trường phố thông. Trong loại hình biểu diễn này, các trục x và 
z vuông góc nhau, còn trục y lây theo hướng đường phân giác của góc xÓz. Những 
đoạn thẳng đặt theo trục Oy hay song song với Óy được rút ngắn còn một nửa. 

Từ hình I6 ta thây rằng việc vẽ các hình chiêu của một điểm cũng 
đồng thời là việc vẽ các đoạn thẳng xác định các tọa độ của điểm ây. 
nêu xem các mặt phẳng hình chiêu là các mặt phẳng tọa độ. Mỗi hình 
chiêu của điểm 4 được xác định bằng hai tọa độ của nó, ví dụ vi trí 
của z được xác định bởi hai tọa độ x và y. 

| Giả sử cho điểm 4 (7, 3, 5); cách viêt này có nghĩa là điểm 4 được 
xác định bởi các tọa độ x = 7, y = 3, z = 5. Nêu tỷ lệ xích của bản vẽ 
đã cho hay đã chọn (hình 25) thì bằng cách đặt trên trục x, từ mệt điểm 


NT. 


| ` `. sờ ` , s 
Chữ đầu của một chữ La Tinh «Origo»——sự bắt đầu. 
Xem chỉ tiêt ở mục 75. 
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v lị 
My 3 O0 
q 
a 
HÌNH 34. HÌNH 25. 


Ø nào đây đoạn thắng Ó7 bằng 7 đơn vị và trên đường vuông góc với 
trục x, vẽ qua điểm 7, các đoạn thăng z1 = 3đ.v., z7 = 5đ.v. ta được 
các hình chiêu ø¿ và z. Đề vẽ chỉ cần cho trục x. 

Nêu xem các trục hình chiêu là các trục tọa độ ta có thể tìm tọa độ 
của điểm theo các hình chiêu đã cho của nó. Ví dụ, trên hình 18 đoạn 
thắng Ø7 biểu diễn hoành độ của điểm 441, đoạn thẳng z¡——tung độ, 
đoạn thẳng 4 'J— cao độ của nó. 

Nêu chỉ cho. biêt mỗi hoành độ thì ta được một mặt phẳng song 
song với mặt phẳng xác định bởi các trục y và z. Thực vậy, một mặt 
phăng như vậy là quỹ tích những điểm mà hoành độ của nó bằng đại 
lượng đã cho (hình 26, mặt phẳng ?). 

Nêu cho biêt hai tọa độ thì ta được một đường thẳng song song 
với trục tọa độ thứ 3. Ví dụ. nêu cho hoành độ và tung độ thi ta được 
đường thắng song song với trục z (hình 26, đường thẳng 4Ø). Đó là 
giao tuyên của hai mặt phẳng P và Ó, trong đó Ó là quỹ tích những 
điêm có tung độ bằng tung độ đã cho. Đường thắng 44 là quỹ tích 
những điểm có cùng một hoành độ và một tung độ. 

Nêu cho cả ba tọa độ thì ta được một điểm. Trên hình 26, điểm 





HÌNH 26. 
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HÌNH 37 


Klà giao điểm của ba mặt phằng, trong đó P là quỹ tích những điểm có 
cùng hoành độ, Q--có cùng tung độ và có cùng cao độ đã cho. 

Một điểm có thê nằm tFOHE một góc tám bât kỳ trong tám góc tám. 
Các góc tám được đánh sô như trên hình 27. Vì vậy không phải chỉ cần 
biêt khoảng cách của điểm đã cho đên một mặt phẳng tọa độ nào đây 
mà còn phải biêt hướng đề đặt khoảng cách ây. Do đó phải biêu diễn 
các tọa độ của điểm bằng những sô đại sô. Ta sẽ dùng hệ tọa độ với hệ 
thông dâu cho trên hình 27, tức là sẽ dùng hệ tọa độ «phải». Hệ tọa độ 
«phải được đặc trưng bởi chỗ (hình 27): nêu quay tia «đương» của 
Ox một góc 90° ngược chiều kim đồng hồ thì nó đên trùng với tia 
«đương» của Øy (với giả thiêt là ta nhìn mặt phẳng xÓy từ 
trên xuông). 

Trong hệ thông «trái», tia «dương» @x hướng từ điểm Ø về 
phía phải. 

Khi biểu diễn các vật thể thường người ta không dùng các mặt phẳng hình chiêu 
làm mặt phẳng tọa độ mà dùng ba mặt phẳng vuông góc nào đây gắn trực tiêp với vật 
thê đã cho, ví dụ các mặt bên của một hình hộp chữ nhật. hai mặt bên và mặt phẳng đôi 
xứng v.v... Những hệ tọa độ như vậy thường được gọi là hệ tọa độ «nội bộ». 


7. Điêm trong các góc tư: và góc tám của không gian 


Như đã nói trong mục 4, các mặt phẳng V và Ở cắt nhau tạo nên 
bôn góc nhị diện gọi là những góc / của không gian. Trên hình 28 chỉ 
cách đánh sô các góc tư. Trục hình chiêu chia mỗi mặt phẳng #7 và 
ƒ ra làm hai nửa. quy ước ký hiệu là H và — H, W và - V. Ví dụ, nêu 
một điểm nằm trong góc tư thứ hai thì hình chiêu bằng của nó 
thuộc — #7 và hình chiêu đứ nø của nó thuộc E. 
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HN Đ—Z 
7 l 
HÌNH 23. HÏNH 29. HỈNH 39, 


Trong những phần sau ta sẽ lây những hình vẽ theo kiểu hình 13 
làm cơ sở để dựng đồ thức của một điểm thuộc một góc tư nào đây. 
«Người xem được giả thiêt là luôn luôn đứng ở góc tư thứ nhât 
(quy ước là ở xa vô tận đôi với # và W). Những mặt phẳng hình chiều 
được xem là đục. Vì vậy chỉ những điểm nằm trong góc tư thứ nhât và 
những điểm thuộc các nửa mặt phẳng V và mới là những điểm thây. 

Trên hình 13 vẽ đồ thức của điểm 44 nằm trong góc tư thứ nhât 
(xem hình 29). Nêu điểm 44 cách đều V và # thì 1 = aI. 

Trên hình 30 cho điểm Ö nằm trong góc tư thứ hai, tức là nằm phía 

— H và phía sau È (hình 29). Điêm ð gần với V hơn với — #7: trên đồ 
thức 21 < #1. Ở đây cũng cho điểm C cách đều -— # và E: các hình 
chiêu c và c trùng nhau. 


fˆ' 
HÌNHL 31. HÌNH 32. HỈNH 31. 
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HÌNH 3l. 





Trên hình 31 cho đồ thức của điểm Ð nằm trong góc tư thứ ba. 
Hình chiêu bằng nằm phía trên trục hình chiều và hình chiêu đứng 
ở phía dưới trục hình chiêu. Vì đ/ > #7 nên điểm Ð nằm cách — V xa 
hơn — H. “ 

Trên hình 32 cho các điểm # và #Ƒ nằm trong góc tư thứ tư. Điêm 
E gần với H hơn với — H (hình 29): ZJ < e1. Điêm # cách đều với — V 
NH- cii 1ƒ Á, 

Trên hình 33, trong hệ thông V, H biêu diễn các điểm 44, Ø nằm đôi 
xứng nhau đôi với mặt phẳng ;/. Trên đồ thức (hình 33, bên phải), các 
hình chiêu bằng của chúng trùng nhau, các hình chiêu đứng nằm đôi 
xứng nhau qua trục hình chiêu: a7 = Ö 1. 

Trong các bản vẽ thực hành có chỗ dùng góc tư thứ nhât và góc tư thứ ba của 
không gian. Chi tiêt hơn xem ở mục 4I. 

Như đã nói, các mặt phẳng tọa độ cắt nhau tạo nên tám góc tam 
diện tám góc tám. Cách đánh sô các góc tám được chỉ trên hình 27. 
Như thây rõ trên hình 28, các góc tư được đánh sô như là các góc 
tam I—TV. 

Nêu dùng hệ tọa độ với các dầu như trên hình 27 ta có bảng dầu 
sau đây: 


Góc tám L-. NI 1H TY VY Vỉ VŨ Yin 
Dâu tọa độ: 
hoành độ x + + + 3+ - — — — 
tung độ y + — — + + — -— + 
cao độ z +bk d .ẻx.v c6 + -‡ cử 


— Ví dụ, điểm (—20, +15, — 18) nằm ở góc tám thứ tám. Cách gập các mặt phẳng 
làm như trên hình 34. tức là mặt phẳng W được quay ngược kim đồng hồ nêu nhìn mặt 
Phằng #7 theo hướng từ +z đền O. 
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~ ` Tà , r4“ , + + '^ ` .} 
Trên hình 34 cũng cho đồ thức của điểm 4 nằm (rong góc tảm thứ nhât và điệm 
, , , , ` *Z^ ^ ‹ ^ } ` ` 
G nằm trong góc tắm thứ bảy. Các hình chiêu của một điểm không thể nằm trùng nhau. 
, , # h ` .”, , ˆ .à 17A * ,..* , , , * 
Với những góc tám khác, hai hay ba hình chiêu của một điêm (đôi với góc tám thứ hai 
, , , , , + ` ` 
và góc tám thứ tám) có thê năm trùng nhau. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 6, 7 


. Tọa độ Đêcúc vuông góc của điểm là gì? 
- Trong ký hiệu các tọa độ của điểm được viêt theo thứ tự thê nào? 
. Các góc tư của không gian là gì? 
. Cúc óc tăm là gì? 
. Các tọa độ của điểm nằm trong góc tám thứ bảy có những dâu gì? 
6. Các hệ tọa độ «phải và «trái» khác nhau ở chỗ nào? 
7. Đồ thức của một điểm nằm trong góc tư thứ nhât và của một điểm nằm trong 
góc tư thứ ba khác nhau ở chỗ nào? 


(lv) |.) — 


tn.o đc 


9. Cách thành lập các hệ thông mặt phẳng hình chiêu phụ 


Cho đên nay ta mới gặp có hai hệ thông mặt phẳng hình chiêu là 
V, và V, H, H. Trong trường hợp cần thiêt người ta có thể lập các 
hệ thông mặt phẳng hình chiêu khác. Chẳng hạn, bằng cách đưa vào 
hệ thông ƒ, Z# một mặt phẳng nào đó S L # (hinh 35) thì bên cạnh hệ 
⁄, H với các hình chiêu là øˆ và ø của một điểm 44 ta có một hệ mới ŠS, 
H với các hình chiêu là ø, và ø của cùng điểm a ây. 

Khi đó các mặt phẳng V, Š có lập thành một hệ !⁄, S không? 
Không, vì các mặt phẳng và öŠ không vuông góc với nhau. 

Mặt phẳng #ƒ có trong cả hai hệ J, H và S, H. Vì vậy, hình chiêu 
¿ của điểm 44 (hình 35) cũng thuộc hệ Š, /. Điểm z„ hình chiêu của 
4 lên mặt phẳng Š, đứng cách mặt phẳng 77 một khoảng a2 bằng 
Aa và d1. _ 

Trên hình 36, các mặt phẳng 1, 7 và S đã được gập vào thành một 
mặt phắng — mặt phẳng hình vẽ; đồ thức thu được cho trên hình 37. 





HÌNH 34. HỈNH 36. 
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HỈNH 37 HÌNH 38, 


Bên cạnh trục /MH' bây giờ có thêm trục S/H. Trục này được chọn 
tùy yêu cầu của từng trường hợp cụ thể như sẽ thây rõ sau này. 
Đường dóng được vẽ qua điểm z, vuông góc với trục ,$/Ö và trên đó 
đặt đoạn a,2 bằng đoạn z7, tức là bằng khoảng cách từ điểm 44 đên 
mặt phẳng 7: 

Trên hình 3§ cho bản vẽ trong đó ngoài hệ E, có thêm hệ E, 7, 
tức là đã đưa vào hệ ƒ, ï một mặt phẳng phụ 7 vuông góc với V. Cả 
hai hệ (ƒ, H và V, 7) đều chứa mặt phẳng V. Vì khoảng cách từ điểm 
A đên mặt phẳng V giữ nguyên trong hai hệ, nên trên đồ thức đoạn 
a,2 được lây bằng đoạn a!. 

Dĩ nhiên mặt phẳng EW (hình 15) có thể xem như một mặt phẳng 
phụ vuông góc với cả hai mặt phẳng V và H. Trường hợp này, thường 
cùng với hệ ƒ, H người ta xét hệ V, W. Tương tự như hình 38, có thê 
cho hình 22 một dạng giông như hình 39 bên trái, trong đó ð“2 = Ö1. 
Nêu dùng đường thẳng phụ trợ (như ở hình 17, dọc theo phân giác 
của góc xÓz) thì cách dựng có dạng cho trên hình 39 bên phải. Có thể 
làm tương tự như vậy khi vẽ, chẳng hạn, hình chiêu a, (hình 37) hay 
4, (nh 38) hay không? Được, như thây rõ trên hình 40. Nhưng 
ở đây dĩ nhiên ta không nhận được góc 45° đã vẽ trên hình 17. Như 
thầy rõ từ đồ thức trên hình 40, cần vẽ những đường phân giác của 
sóc hợp bởi các trục V/H và S/H (hình 40 bên trái) và các trục JJ7, 
VỊT (hình 40 bên phải). 

Nhưng, như đã nói ở mục 5, cách vẽ như trên hình 39 bên trái và 
trên các hình 37, 38 là cách vẽ tôt nhât. 

Về sau (mục 33) ta sẽ còn gặp những ví dụ đưa vào các mặt phẳng 
hình chiêu phụ khác để tạo nên những hệ mặt phẳng hình chiều 
cần thiệt. 

Ta đã dùng các ký hiệu z„, ø, cho các hình chiêu trên các mặt 
phẳng hình chiêu phụ Š và 7. Như vậy, đôi với các hình chiêu ø, đ, # 
TS... 

_ Ký hiệu này xem mục 4. 
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HÌNH 39. 





HINH 40. HÌNH .4I. 


đáng lẽ ta cũng dùng các ký hiệu ø, 4„ đ„ (hình 41). Nhưng đề 
thuận tiện, riêng với các mặt phẳng hình chiêu #, W, W này ta sẽ ưu 
tiên dùng các ký hiệu đã quen, tức là vẫn ký hiệu các hình chiêu của 
ñ lở, ở, ữ. _ 


9. Đồ thức không chỉ rõ trục hình chiêu 


Dưới đây, cùng với đổ thức có trục hình chiêu ta sẽ dùng cả những 
đồ thức không chỉ rõ trục hình chiêu. 

So sánh hai bản vẽ trên hình 42 ta thầy rằng trong trường hợp thứ 
nhât, vị trí của các mặt phẳng V và ! được xác định nhờ ø1ao tuyên 
của chúng đã được vẽ và do đó khoảng cách của điểm 44 đên các mặt 
phẳng này củng xác định. Trong trường hợp thứ hai, vì vắng mặt trục 
hình chiêu, vân đề khoảng cách của điểm 4 đên các mặt phẳng ƒ, 
H không đặt ra nữa. Điêm 41, cho bởi các hình chiêu của nó, đư 0ÿ xết 
mà không quan tâm đền vị trí của các mặt phằng hình chiêu. Dĩ nhiên. 
ở đây đường dóng, hướng của nó và việc vẽ đúng nó, càng có ý nghĩa. 

Bây giờ giả sử có một bản vẽ không chỉ rõ trục hình chiêu. Ta có 
thê tùy ý vẽ một trục hình chiêu và bằng cách đó xác định khoảng cách 
của một điểm đên các mặt phăng hình chiêu được chọn í ây hay không? 
Được, miễn là trục hình chiêu phải vẽ vuông góc với đường dóng, còn 
ở vị trí nào là hoàn toàn tùy ý (nêu không phụ thuộc điều kiện nào 
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HÌNH 42. HÌNH 4ã. 





(Ø) 


HÌNH 44. 


khác nữa). Khi đó, vị trí các hình chiêu không có gì thay đôi. Thực 
vậy, vẽ một trục hình chiêu có nghĩa là ta chọn một vị trí của góc nhị 
diện H đôi với điểm 44 đã cho (hình 43). Việc đưa lên hay đưa xuông 
trục hình chiêu trên bản vẽ tương ứng với việc dời song song trong 
không gian góc nhị diện VH sang vị trí mới (vị trí Ứ+H, 
trên hình 43) theo hướng của mặt phân giác của góc nhị diện ! kề với 
øóc ỨH. 

Việc đưa vào bản vẽ một trục hình chiều (việc này thường được 
làm theo những điều kiện nào đây) đã chỉ trên hình 37 và 38: các trục 
SH và VJT. Ở đây các trục là cần thiêt cho việc dựng hình: các kích 
thước được đo từ các trục này. Nói chung, các trục hình chiêu. nêu 





1 ~ ˆ ..#* * * .ã.^ ` ~ , _ 5 ˆtA ` * ^s 
Mặt phân giác của góc nhị điện là mặt phẳng đi qua cạnh của nhị diện và chia đôi 
&OC nhị điện, 
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xem theo nghĩa ban đầu là giao tuyên của các mặt phẳng hình chiêu, 
giúp ích cho việc hình dung các hình ảnh không gian theo các bản vẽ. 

Cơ sở để tính các kích thước, một bộ phận không thê thiêu được 
của các bản vẽ kỹ thuật, được chọn một cách thích hợp theo sự 
cần thiết. 

Trên hình 44, z chỉ cách tìm hiệu khoảng cách của các điểm 4 và 
8 đền các mặt phằng hình chiêu 7, V, W. Bản vẽ trên hình 44, ô bên 
trải có các trục hình chiêu, bên phải không có trục hình chiêu. 

Trong ví dụ này, hiệu khoảng cách các điểm đên mặt phẳng 
H được xác định bởi đoạn thẳng z5 bằng Z7 — ð⁄2 hay bởi đoạn 47; 
đền mặt phẳng ⁄— đoạn thắng bố bằng b2 — a1 hay bởi đoạn ð5“7; đền 
mặt phẳng W— đoạn thẳng “5 bằng z3 — ⁄4 hay bởi đoạn đó. 

CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 8, 9 

1. Các hệ thông mặt phẳng hình chiều được thành lập như thê nào? 

2. Mặt phẳng được đưa vào hệ V, / để làm mặt phẳng hình chiêu phụ phải thỏa 
man điều kiện gi? 

3. Cho một điêm trong hệ thông J, H. Hình chiêu của điểm này trên mặt phẳng 
Š vuông góc với mặt phẳng W được vẽ như thê nào? 

4. Khi có trục hình chiêu, khoảng cách của một điêm đên các mặt phẳng hình chiêu 
có được xác định hay không? 

5. Phải hiểu như thê nào đồ thức của một điểm khi không có trục hình chiêu. 

6. Các trục S//J và J7 trên hình 40 có mục đích gi? 

7. Khoảng cách của một điểm đên mặt phẳng và mặt phẳng V được thiêt lập như 
thê nào trên đồ thức trong hệ thông E, ïH. 


10. Các hình chiêu của đoạn thẳng 


Giả sử đã cho hình chiêu đứng và hình chiều bằng của các điêm 
A và B (hình 45). Nôi các hình chiêu cùng tên của chúng bằng những 
đoạn thẳng ta được các hình chiêu của đoạn thằng 4 hình chiêu 
đứng (zð”) và hình chiêu bằng (2)!. 

Có thê khẳng định hai hình chiêu này (hình 45) biêu diễn cho một 
đường thắng hay không? Có thể, vì nêu qua ZÖ và øb ta dựng các mặt 
phăng chiêu (tức là tương ứng vuông góc với Ƒ và #j!) (hình 46) thì 
chúng sẽ cắt nhau theo một đường thẳng và 44 là một đoạn thẳng của 
nó. Ở đây, nêu có một điểm mà các hình chiêu của nó thuộc #Ö và ab 
thì điểm ây thuộc đoạn thẳng 44Ở. 

Trên hình 47 cho đồ thức của đoạn thăng 48 trong hệ thông E, 7, 
W/. Các hình chiêu z và b“ được vẽ giông như đôi với điểm 44 trên 
hình I8. | 


! Xem mục 2, điểm 5. 
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a 
HIÌNH 4â. 





HĨNH 47. HÌNH 48, 


Các điểm 4, 8 có khoảng cách khác nhau đôi với mỗi mặt phẳng 
V, H, W, tức là đường thằng 4B không song song với một mặt phẳng 
nào trong các mặt phẳng ây. Vì vậy không có hình chiêu nào của 
đường thắng song song hay vuông góc với trục hình chiêu. Đường 
thắng như vậy gọi là đường thắng thường. 

Mỗi hình chiêu của đường thẳng thường đều nhỏ hơn chính đoạn 
thẳng: 4ð“ < 4B, ab < AB, a“b“ < AB. Gọi g, B, y tương ứng là các 
góc của đường thẳng 4ð với các mặt phẳng H, ƒV, HW⁄, ta có: 
qb = 4Bcosơ, ab“ = ABcos, a'b“ = ABcosy. 

Nêu aở = zb/ = Zb“ thì 4ð hợp với các mặt phẳng hình chiêu 
những góc bằng nhau! (+ 35°). Khi đó, mỗi hình chiêu của đường 


thăng đều hợp một góc 45° với các trục hình chiều hay với các đường 
đóng tương ứng. : 


' Xem mục 13. 
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q 
HÌNH 49. 


Thực vậy. nêu (hình 48) 4b“ = ab và 4ˆ = a“)“ thì ab“ba là hình 
thang cân và “7 = b2, từ đó ð“3 = 43, tức là góc “3 = 45° và vì 
hình a»/a“ð“ là hình bình hành nên các góc #1 và ba2 đều bằng 45. 

Trên đồ thức không có trục hình chiêu, làm thê nào đề vẽ, ví dụ, 
hình chiêu cạnh của một đoạn thắng? Cách vẽ được chỉ trên hình 429. 
ỡ đây, bên trái cho đồ thức ban đầu của đoạn thăng thường 4, 
ở giữa chỉ cách dùng đường thăng phụ trợ nghiêng một góc 45” với 
hướng của đường đóng ?“b và bên phải — cách vẽ theo hiệu khoảng 
cách của hai điểm 41, Ø đôi với mặt phẳng E, tức là theo đoạn thằng 
a1: lây a“ ở vị trí tùy ý (trên đường dóng Z4”) và đặt 2 = aÏ. Sau đó 
qua điểm 2 vẽ đường thẳng vuông góc đền cắt đường dóng // và 
ở b“ muôn tìm. 


1l. Các vị trí đặc biệt của đường thắng đôi với các mặt 
phẳng hình chiêu 


Đường thẳng có thể có những vị trí đặc biệt đôi với các mặt phẳng 
hình chiêu. Ta xét chúng theo hai dâu hiệu sau đầy: 

A. Đường thắng song song với một mặt phẳng hình chiêu. 

B. Đường thắng song song với hai mặt phẳng hình chiêu. 

Trong trư ờng hợp thứ nhât, một hình chiêu của đoạn thắng bằng 
chính đoạn thắng. Trong trường hợp thứ hai, cả hai hình chiêu đều 
bằng đoạn thẳng 1. 


A. Đường thẳng song song với một mặt 
phẳng hình chiêu 


I. Đường thẳng song song với mặt phẳng H (hinh 590). 
Khi đó, hình chiêu đứng của đường thắng song song với trục hình 


! Tât nhiên là tính đên tỷ lệ xích của bản vẽ. 


34 


hftps://tieulun.hopto.org 





HÌNH SI. 





HỈÌNH 52. 


chiêu và hình chiêu bằng của một đoạn thẳng của đường thẳng này 
bằng chính đoạn thăng: ab = 48. Đường thẳng như vậy gọi là dường 
bằng. 

Nêu, ví dụ, hình chiêu z/“ trùng với trục hình chiêu thì đoạn thẳng 
4B nằm trong mặt phẳng ;1, 

2. Đường thăng song song với mặt phằng V (hình 531). Khi đó, 





V _ Trên hình 50 bên phải cho đồ thức không có trục hình chiêu. Cũng như vậy trên 
Inh 51. : | 


3 


t2) 
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HÌNH 53. 


hình chiêu bằng của đường thắng song song với trục hình chiêu và 
hình chiêu đứng của một đoạn thẳng của đường thẳng này bằng chính 
đoạn thẳng: £# = CD. Đường thẳng như vậy gọi là đường mặi. 

Nêu, chăng hạn, cđ trùng với trục hình chiêu thì CD là một đoạn 
thằng thuộc mặt phẳng E. 

3. Đường thắng song song với mặt phẳng W (hình 52). Khi đó, cả 
hình chiêu đứng và hình chiêu bằng của đường thằng cùng nằm trên 
một đường thắng vuông góc với trục hình chiêu 2x và hình chiêu cạnh 
của HỘP đoạn thẳng thuộc đường thằng này bằng chính đoạn thằng 
ây: e”ƒ = EF. Đường thẳng như vậy gọi là đường cạnh. 

Có s coi rằng trên các đồ thức như các đồ thức trên hình 50 và 5Ï 
biểu diễn các đoạn thẳng không? Cách chứng minh cũng như cách 
chứng minh đôi với đường thắng thường (hình 46). 

Nêu trên đồ thức trong hệ thông E, H cả hai hình chiêu của một 
đường cùng nằm trên một đường thẳng vuông góc với trục hình chiêu 
thì những mặt phẳng chiêu vẽ qua eƒ và z sẽ trùng nhau và do đó 
đường ây có thể là đường thẳng hay một đường cong phẳng nào đây 
(hình 53). 


B.Đường thẳng song song với hai mặt 
phẳng hình chiêu 


kL Đường thăng song song với các mặt phẳng ƒ và (hình 54), tức 
là vuông gÓc với mặt phẳng W. Hình chiêu trên mặt phẳng W của 
đường thẳng ây là một điểm. 

2. Đường thẳng song song với các mặt phằng 7# và W (hình 55), 
tức là vuông góc với mặt phằng E. Hình chiêu trên mặt phẳng WW của 
nó là một đoạn thẳng bằng cả. 

3. Đường thẳng song song với các mặt phẳng V và W (hình 56). 
tức là vuông góc với mặt phẳng ;!. Hình chiêu trên mặt phẳng W của 
nó là một đoạn thẳng song song và bằng ¿/. 
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d eóf 


HÌNH $4. HÌNH 55, HỈNH 56. 





HÌNH 57. 


Trên hình 57 cho hình biểu diễn trực quan các đường thăng vừa 
xet”. 

Thông thường các hình chiêu của đoạn thằng được vẽ bằng cách 
chỉ rõ các điềm mút của đoạn thăng. Trong thực hành để biểu diễn 
đường thằng đôi khi người ta biêu diễn một đoạn thằng của nó nhưng 
không cần ghi các điểm mút mà ký hiệu cho mỗi hình chiêu bằng một 
chữ đặt tên cho một điểm nào đó của đường thẳng (hình 58): 
«đường thằng đi qua điểm A». Nhưng cách biểu diễn này sẽ không xác 
định trong một sô trường hợp. Chẳng hạn, chú ý đồ thức bên trái trên 
hình 59. Đôi với đường thẳng cho trên hình này ta chỉ có thể nói là nó 
đi qua điễm L và song song với mặt phẳng #7, còn vị trí của nó thì chưa 
xác định. Đường thăng sẽ xác định, chẳng hạn, nêu biêt hình chiêu 
bằng, tức là hình chiêu trên mặt phẳng song song với đường thằng đó. 

Còn nêu đường thẳng được cho bằng hai điểm (chẳng hạn, đoạn 
thắng được cho bởi các điệm mút) thì vị trí của nó luôn luôn xác định 
cả trong trường hợp nêu không cho hình chiêu của nó trên mặt phẳng 





! Các đường thẳng này còn gọi là các đường thẳng chiêu», 
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HÌNH 4â. HỈÌNH 589. 


song song với đường thắng đó. Chẳng hạn, với đoạn thẳng 4Ø cho 
trên hình 59 bên phải thì không những ta có thê nói là nó song song 
VỚI mặt phẳng ; mà còn biêt là điểm 4 đứng cách mặt phăng V xa 
hơn điểm Ở. 


12. Điểm thuộc đường thẳng. Các vyêt của đường thăng 

Trên hình 60 cho đồ thức của một đường thẳng thường đi qua 
điểm 44. Nêu biêt Ø là một điêm thuộc đường thẳng đó và ở là hình 
chiêu bằng của nó thì hình chiêu đứng ð“ được xác định như chỉ rõ trên 
hình 60. 

Trên hình 61 trình bày cách vẽ một điểm trên đường cạnh. Giả sử 
biêt hình chiêu đứng c của điểm ây, hãy vẽ hình chiêu bằng của nó. 
Cách vẽ được thực hiện nhờ hình chiêu cạnh 4“ð“ của đoạn thẳng 48 
của đường cạnh. Các bước vẽ được chỉ bằng những mũi tên. Trước 
hêt xác định c“ rồi theo đó ta được c cần vẽ. 

Một trong những tính chât của phép chiêu song song là: 7 sô các 





q 





HÌNH 60. HÌNH óti. 
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HÌNH 62. HÌNH 63. HÏỈNH 64. 


doạn thẳng của một đường thắng bằng tỷ sô của các hình chiêu của chúng 
(hình 62)  4C/CB=a,cjcb„, vì những đường. thắng 4a, 
Cc, và Bb, song song nhau. Điều ngược lại cũng đúng: tỷ sô các 
hình chiêu của các đoạn thẳng của một đường thẳng bằng tỷ sô của 
chính các đoạn thẳng ây. Như vậy, nêu rnột điêm chia đoạn thăng làm 
hai phần bằng nhau thì hình chiều của nó cũng chia hình chiêu của 
-đoạn thăng làm hai phần bằng nhau, và ngược lại. 

Từ đó suy ra rằng, trên hình 61 các hình chiêu zÖ/ và aö được chia 
bởi các điểm c/ và e theo cùng một tỷ sô bằng tỷ sô của đoạn thắng 48 
được chia bởi điểm € trong không gian. Ta có thể dùng kêt quả này để 
vẽ một điêm thuộc đường cạnh một cách đơn giản hơn. Giả sử (cũng 
như trên hình 61) cho điểm c/ trên #ð“. Ta vẽ điểm c chia 4b theo cùng 
tỷ sô như c đã chia Zb“: qua z vẽ một đường thằng phụ trợ bât kỳ và 
đặt trên đường này các đoạn aJ = 4e; !—2= c®“. Nôi b với 2 rồi 
qua điểm 7 vẽ đường thẳng song song với nó đền cắt aở tại e. Điểm c là 
hình chiêu bằng cần tìm của điểm € thuộc đoạn 41Z. 





HÌNH 65, 3 HÌNH 66. 


hftps://tieulun.hopto.org 





HỈÌNH 67. m(=M) 





Trên hình 64 cho ví đụ chia một đoạn thẳng theo một tỷ sô bât kỳ. 
Chẳng hạn cần chia đoạn CD theo tỷ sô 2:5. Qua c vẽ một đường 
thăng phụ trợ và đặt trên đường này bảy (2 + 5) đoạn thẳng bằng 
nhau, có chiều dài tùy ý. Nôi đ với 7 rồi qua điểm 2 vẽ đường thẳng 
song song` với nó đền cắt cđ ở k và dóng lên được.k“. Dĩ nhiên 
ck :kd = 2:5. Điềm K chia CD theo tỷ sô 2:5. 

Trên hình 65 vẽ các điểm Ä⁄, N là giao điểm của đoạn thăng đã cho 
AB với các mặt phẳng hình chiêu, gọi là các vé của đường thằng: điểm 
M— yêt bằng của đường thắng, điềm N— vêt đứng của đường thẳng. 

Hình chiêu bằng của vêt bằng (điểm ) trùng với chính vêt bằng 
(m = M), hình chiêu đứng của vêt bằng (điểm z) thuộc trục JJH. 
Hình chiêu đứng của vêt đứng (7) trùng với chính vêt đứng (⁄ = N), 
hình chiêu bằng zø thuộc trục HH. 

Do đó, muôn tìm vêt bằng của đoạn thẳng 44 (hình 66) ta vẽ giao 
điệm của hình chiêu đứng Z#“ với trục hình chiêu V/H, được điểm 





HÌNH 68, 
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ø⁄ — hình chiêu đứng của vêt bằng, rồi qua #z⁄ vẽ đường vuông góc 
với trục 7 đền cắt aö kéo dài ở m— hình chiêu bằng của vêt bằng. 
Điểm này trùng với chính vêt bằng. 

Đề tìm vêt đứng của 4Ø, ta kéo dài hình chiêu bằng að đên cắt trục 
J⁄JH, được điêm n— hình chiêu bằng của vêt đứng. Qua ø vẽ đường 
vuông góc cát hình chiêu đứng z“ ở hình chiêu đứng của vêt 
đứng. Điểm này trùng với chính vêt đứng. 

Từ vị trí của các vêt của đường thắng ta thây ngay đường thẳng đã 
cho đi qua những góc tư nào của không gian. Trên hình 65, đường 
thắng 448 đi qua các góc tư IV, I và II. 

Điởng thẳng không có vêt trên mặt phẳng hình chiêu khi nó song 
song với mặt phẳng này. : 

Trên hình 67, đường thắng không nhữ ng cắt các mặt phẳng # và 
⁄, mà còn cắt mặt phẳng J#. Giao điểm của đường thẳng VỚI mặt 
phẳng W (điểm P) được gọi là vô/ cạnh của đường thẳng, tức là vêt 
trên mặt phẳng hình chiêu cạnh. Hình chiêu của vêt cạnh trên W trùng 
với chính vêt cạnh, còn hình chiêu đứng và hình chiêu bằng của nó thì 
tương ứng thuộc các trục z và ÿ. 


Trong trường hợp đã cho, sau điểm P đường thẳng đi qua góc tám thứ 5, cắt mặt 
phẳng V đi vào góc tám thứ 6; trước điểm P đường thẳng từ góc tám sô I1 đi ra øóc tám 
thứ tư 1, 

Đồ thức tương ứng cho trên hình 67 bên phải và chỉ vẽ phần đường thẳng trong 


#ư 


góc tám thứ l — các đoạn mp, my, „p”——và trong góc tám thứ 5— các đoạn 7n, 
và j“H”. 

Nêu lây các mặt phẳng hình: chiêu làm mặt phẳng tọa độ thì vêt bằng của đường 
thẳng có z = 0, vêt đứng có y = 0 và vêt cạnh có x = 0. 

Việc vẽ các vêt của đường cạnh (hình 68) có thê làm như sau (hình 68 bên phải). 

Vẽ hình chiêu cạnh của đường thắng (z“b“). Vẽ các hình chiêu cạnh của vềt bằng 
0z) và vêt đứng (z”), từ đó suy ra các hình chiều khác của những vêt này (trên đồ thức, 


trình tự vẽ được chỉ bằng những mũi tên). 
CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 10— 12 


. Đường thẳng có vị trí như thê nào đôi với các mặt phẳng hình chiêu được gọi 
là đường thẳng thường? 

2. Chứng minh như thê nào, bản vẽ gồm hai hình chiêu là hai đoạn thẳng là đồ 
thức của một đoạn thẳng? 

3. Quan hệ giữa hình chiêu của đoạn thẳng và chính đoạn thẳng được diễn tá 
như thê nào? 

4. Đường thẳng có vị trí như thê nào trong hệ thông H⁄, /, W7 nêu ba hình chiều 
của đoạn thằng bằng nhau? 





Quy ước trên đồ thức chỉ những hình chiều của niưng đoạn thẳng nằm trong góc 
tư thứ nhât hay góc tám thứ nhầt mới vẽ bằng đường liền. 
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5_ Vẽ như thề nào hình chiêu cạnh của đoạn thẳng thường theo hình chiêu đứng 
và hình chiêu bằng của nó? 

6. Cách vẽ theo câu 5 sẽ được thực hiện như thê nào trên đồ thức không có trục 
hình chiêu? 

7. Những vị trí nào của đường thẳng trong hệ thông EV, Z, W được xem là vị 
tri đặc biệU 

8. Hình chiêu đứng của đoạn thẳng có vị trí như thê nào nêu hình chiêu bằng của 
đoạn thẳng bằng chính đoạn thẳng? 

9. Hình chiêu bằng của đoạn thẳng có vị trí như thê nào nêu hình chiều đứng của 
đoạn thăng bằng chính đoạn thẳng? 

10. Tính chât nào của phép chiêu song song liên quan đên tỷ sö các đoạn thẳng của 
một đường thẳng? 

II. Chia như thê nào trên đổ thức một đoạn thẳng theo tỷ sô đã cho? 

12. Vêt của đường thắng trên các mặt phẳng hình chiêu là gì? 

I3. Tọa độ nào sẽ bằng 0: 

a) đôi với vềt đứng của đường thẳng? 
b) đôi với vêt bằng của đường thẳng? 

14. Hình chiêu bằng của vêt đứng của đường thắng nằm ở đâu? 

I5. Hình chiêu đứng của vêẽt bằng của đường thẳng nằm ở đâu? 

l6. Cớ thể xảy ra trường hợp là trong hệ thông E, 77, W các vêt của đường thắng 
trên các mặt phẳng hình chiêu trùng nhau tại một điểm hay không? 


13. Cách vẽ trên đồ thức độ dài thực của đoán thẳng 
thường và góc nghiêng của đường thắng với các mặt 
phẳng hình chiêu ⁄ và 7 


Xét phần trên của hình 69 ta có thê kêt luận rằng, đoạn thẳng 41 là 
cạnh huyền của tam giác vuông 447 trong đó một cạnh góc vuông 
bằng hình chiêu của đoạn thăng (41 = a,b, và cạnh kia bằng 
hiệu khoảng cách của các mút của đoạn thắng đên mặt phẳng hình 
chiêu ?. 

Nêu các tọa độ xác định khoảng cách các mút của đoạn thằng đên 





¿ B1=Bb,~(-Aa,)=Bb,+Aa, 
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HỈNH 69. 4“ 
42 | 


mặt phẳng hình chiêu có đầu khác nhau (hình 69 phía dưới) thì phải 
lây hiệu đại sô: 
B1 = PÙ, —- (— A,a,) = Bb, + ẢÁa,. 

Góc của đường thắng với mặt phẳng hình chiêu là góc nhọn hợp bởi 
dường thắng với hình chiêu của nó trên mặt phẳng ây. Góc này cũng là 
một góc của tam giác vuông mà ta vẽ đề xác định độ dài thực của đoạn 
thắng. x 

Các cạnh góc vuông của tam giác đã biêt trên đồ thức nên ta có thể 
vẽ tam giác ây ở vị trí tùy ý trên bản vẽ. 

Trên hình 70 chỉ cách vẽ mà G. Môngjơ đã dùng: từ điểm ¿, đặt 
đoạn thằng ø,/ bằng hình chiêu ab và vẽ cạnh huyển z¡j 
biểu diễn độ dài thực của đoạn thẳng 48. Góc ở đỉnh ø, bằng góc 
của 48 với mặt phẳng H. 

Trên hình 71, bên trái, độ dài đoạn thẳng 48 và góc của 48 với 
mặt phẳng # được xác định nhờ tam giác vuông mà một cạnh góc 
vuông là zj, cạnh thử hai là b8 = b1. 4B = a8. 

Trên hình 71 bên phải, độ dài đoạn thẳng và góc của nó với mặt 
phẳng V được xác định nhờ tam giác vuông mà một cạnh góc vuông là 
abˆ, cạnh thứ hai #A = a2. AB = b“A. 

Đôi với một đường thẳng thường, các góc ơ, B có sự hạn chê gì 
không? Có, mỗi góc ây chỉ có thê là góc nhọn, và ngoài ra: 
œ + B < 90°. Thực vậy (hình 72), trong tam giác vuông #zm. tông 
các góc ơ +  = 90”. Mặt khác, trong hai tam giác vuông 7m và 
1 mm có chung cạnh huyền #⁄m, cạnh góc vuông 7 lớn hơn cạnh góc 
vuông #⁄w nên ồ > ơ. Thay vào ồ + =90° góc ồ bởi ơ, ta được 
ơ+_B<90”. 


Xét các tam giác vuông abð và “z4 (hình 71). Trong các tam giác này, cạnh huyền 
.-} .. ˆ s* si k/ ` ˆ , ˆ ` ` .Z. 
biêu diễn độ dài thực của đoạn thắng và một cạnh góc vuông là hình chiêu của đoạn 





HÌNH 70. b HỈNH 71. 
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HỈÌNH 22. HÌNH 73. HÌNH 74. 


thắng đó. Cạnh góc vuông kia bằng hiệu khoảng cách của các mút của đoạn thẳng đên 
mặt phẳng hình chiêu tương ứng (bÖ = #1 = hiệu các khoảng cách đền ïỦ, và 

a4 = a2 = hiệu các khoảng cách đên E). Ngoài ra, tam giác thứ nhât chứa góc của 
đường thẳng với mặt phẳng ở (góc ø), tam giác thứ hai chứa góc của đường thẳng với 
mặt phẳng. (góc ÿ). 

Trong trường hợp đã cho, ta đã biêt các cạnh góc vuông và cần xác định cạnh 
huyền và góc. Có thể có trường hợp khác: biêt cạnh huyền và góc, cần xác định các cạnh 
góc vuông (tức là cho độ dài thự-c của doạn thẳng và,các góc của dường thắng với các mặt 
phẳng hình chiêu, vẽ các hình chiêu của doạn thẳng ây). 

Giả sử (hình 73) 48 là đoạn thẳng đã cho (trên hình 71 nó tương ứng với các cạnh 
huyền a7 và ð“4). Vẽ vòng tròn đường kính 48. Lây điểm 4 làm đỉnh, vẽ góc ơ (tức là 
góc hợp với mặt phẳng #7) và tam giác vuông 4478. So sánh tam giác này với tam giác 
abB (hình 7), ta có: cạnh góc vuông 447 bằng hình chiêu bằng của đoạn thẳng 4 và 
cạnh ö/—- hiệu khoảng cách các mút của đoạn thẳng 4ð đên mặt phẳng HH. 

Ta cũng vẽ (hình 73) tam giác vuông 442 theo cạnh huyền 4Ö và góc j của đường 
thắng với mặt phẳng V và so sánh nó với tam giác ¿“4 trên hình 71. Rõ ràng cạnh B2 
bằng hình chiêu đứng của đoạn thẳng đã cho và cạnh 42— hiệu khoảng cách các mút 
của đoạn thẳng đên mặt phẳng Ư, 

Bây giờ ta vẽ đồ thức của đoạn thẳng (hình 74). Giả sử đoạn thẳng cần vẽ đi qua 
điểm B hướng xuông dưới về bên trái. Đặt trên đường dóng b“, từ điểm ủ“ đoạn thẳng 
b1 bằng 81 (hình 73), và vẽ qua điểm ¡ đường thẳng vuông góc với ;“b. Cắt đường 
thắng này bằng cung tròn tâm ;“, bán kính bằng hình chiêu đứng, tức là bằng đoạn 
thắng 82, ta được điểm #. Để có hình chiêu bằng ø ta cắt đường dóng vẽ qua # bằng 
cung tròn tâm ở, bán kính bằng 47 (xem hình 73). tà đây ta cũng được 4a — b] = A2. 

Trên hình 74 chỉ vẽ cho một vị trí của đoạn thẳng. Có thể còn bảy vị trí nữa với 
điểm gốc Ø. Bạn đọc hãy vẽ 4B ở các vị trí ây. 


Trên hình 75 cho ví dụ xác định khoảng cách từ điểm 44 đên điêm 
O. Trước hêt vẽ các hình chiêu của đoạn thẳng cần tìm——Ø và ao 
(điểm Ó có các hình chiêu là ø“ và ø). Sau đó vẽ tam giác Øa⁄44 mà một 
cạnh góc vuông là øz, cạnh kia là đoạn thăng 4⁄4 = z1. Khoảng cách 
muôn tìm được xác định bởi cạnh huyền ø4. 

Bây giờ ta có thể xác định góc hợp bởi đường thẳng nghiêng đều 
44 
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HỈÌNH Zðö. HỈÌNH 6, 


với các mặt phẳng H, V, W với các mặt phẳng ây. Về góc này đã được 
nói tới ở mục 10 và cũng đã chỉ ra độ lớn của nó (+ 355). Có thê xác 
định nó như trên hình 76: các hình chiêu z“ và ab bằng nhau và các 
góc ø“I và a1 đều bằng 45° (xem mục I0). 

Góc muôn tìm được xác định nhờ tam giác vuông 4ð, trong đó 
cạnh góc vuông b = “1. Nêu lây “7 làm đơn vị thì 4 = ð/ = v2 
và góc œ + 35° I5“. Đường thăng đó cũng hợp với V và W những góc 
như vậy. 

Nêu dùng kêt quả đã nói ở mục 8, tức là đưa vào hệ thông V, 
H hệ thông mới S, H bằng cách chọn mặt phẳng Š.L # và song song 
với đường thẳng đã cho trên bản vẽ thì hình chiêu của đoạn thắng này 
trên mặt phẳng Š sẽ bằng độ dài thực của đoạn thăng và góc của nó 
với S/H là góc của đường thẳng với mặt pháng H. 

Trên hình 77 vẽ hình không gian và đồ thức cách xác định độ đài 
thực của đoạn thắng 4ð và góc của nó với mặt phăng # theo cách nói 
trên. Đưa vào hệ thông EV, H mặt phằng $.L sao cho S//4Đ, ta có hệ 





HÌNH 77. 
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thông phụ S, H. Trong hệ thông này AB/iS (trục S/H//aô); hình chiêu 
ab, biêu điễn độ dài thực của đoạn thăng 4ð. 


14. Vị trí trơng đôi của hai đường thẳng 


Những đường thằng song song. Một trong những tính 
chât của phép chiêu song song là: hình chiêu của hai đường thẳng song 
song thì song song nhau. Nêu các đường thăng 4Ø và CD song song 
nhau (hình 78) thì các mặt phẳng chiêu Ó và Ñ song song nhau và giao 
của chúng với mặt pháng hình chiêu P là các hình chiêu ø„b, và 
c„i, SOng song nhau. 

Nhưng. giá sử đ„b„//c„j, (hình 78) thì những đường thằng 
nhận p5, và đđ, lim hình chiêu có thế là không song song 
nhau: ví dụ đường thắng 4 không song song với Œ,Ð,. 

Từ tính chât vừa nói của phép chiều song song ta suy ra: hình chiêu 
bằng của các đường thẳng song song thì song song nhau, hình chiêu đứng 
của chúng song song nhaw và hình chiều cạnh của chúng song 
song nhau. 

Kêt luận ngược lại có đúng không, tức là nêu trên đồ thức các hình 
chiều cùng tên của hai đường thẳng từng đôi song song nhau thì trong 
không gian hai đường thắng ây có song song nhau không? Có, nêu các 
hình chiêu trên mỗi mặt phẳng trong cả ba mặt phẳng hình chiêu 7, V, 
W/ đều song song nhau. Nêu chỉ có các hình chiêu song song nhau trên 
hai mặt phẳng hình chiều thì tính song song chỉ luôn luôn được khẳng 
định đôi với các đường thẳng thường và có thê không được khẳng 
định đôi với những đường thẳng song song với một mặt phăng hình 
chiêu. 





IIÏNH 78. HÌNH 79, 
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HÌNH 80. HÌNH 81. 

Ví dụ như trên hình 79, các đường thắng cạnh 4B.và CD có các 
hình chiêu øb, / và cđ, c' song song nhau, nhưng chính những 
đường thăng âầy không song song nhau. Điều này thây rõ từ vị tTÍ 
tương đôi của các hình chiêu cạnh của chúng được vẽ theo các hình 
chiêu đã cho. 

Như vậy, vân đề sẽ được giải quyềt nhờ' hình chiều của các đường 
thẳng trên mặt phẳng hình chiều song SOS với chúng. 

Trên hình 80 cho trường hợp có thê khẳng định được ngay hai 
. đường cạnh 4ð và CD không song song nhau mà không cần vẽ các 
hình chiêu thứ ba: chỉ cần chú ý đên thứ tự của các chữ ký hiệu. 

Nêu qua điểm 4 cẩn vẽ một đường thẳng Song song với đường 
thắng LM đã cho (hình 8I bên trái) thì qua điểm ø ta vẽ đường thẳng 
song song với z⁄ và qua điểm z—- đường thẳng song song với 7m. 


Trường hợp biểu diễn trên hình 81 bên phải, các đường thắng song song cùng nằm 
trong một mặt phẳng chiêu vuông BÓC với mặt phẳng . Do đó, các hình chiều bằng của 
chúng cùng thuộc một đường thắng. 


Những đường thắng cắt nhau. Nêu những (hrờng thẳng 
cắt nhau thì các hình chiêu cùng tên của chúng cắt nhau tại điểm là hình 
chiêu của giao diễm của những dòng thắng âJ. 

Thực vậy (hinh 62), nêu điểm K thuộc cả hai đường thăng 4 và 
CD thì hình chiêu của K phải là giao điềm của hình chiêu của 4B 
và CD. 

Đôi với những đường thắng thường luôn luôn có thê khẳng định là 
chúng cắt nhau hay không, không phụ thuộc gi ở chỗ các hình chiêu 
của chúng được cho trên hai hay ba mặt phăng hình chiêu. Điều kiện 
ất có và đủ chỉ là: giao điểm của các hình chiêu cùng tên cùng nằm trên 
một đường thẳng vuông góc với trục hình chiếu tương ứng (hình 83), 
hay trên đồ thức không có trục hình chiêu (hình 84), cùng nằm trên một 
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ròng dóng. Nều một trong các đường thăng đã cho song song với 
một mặt phẳng hình chiêu nào đó mà trên đồ thức hình chiêu của 
chúng trên mặt phẳng ây chưa biêt thì chưa thể khăng định được 
những đường thẳng ây cắt nhau hay không, mặc dù điều kiện nêu trên 
được thỏa mãn. Ví dụ, trường hợp cho trên hình 85, những đường 
thăng 4# và CD, trong đó CD song song với mặt phẳng W, không cắt 
nhau. Điều này có thê khẳng định bằng cách vẽ các hình chiêu cạnh 
hoặc dùng quy tắc chia đoạn thắng theo tỷ sô đã cho. 

Trên hình 84 biểu diễn những đường thẳng cắt nhau cùng nằm 
trong một mặt phẳng chiêu vuông góc với mặt phẳng ƒ. Vì vậy, hình 
chiêu đứng của chúng cùng nằm trên một đường thắng. 


Những đường thẳng chéo nhau là những đường thăng 
không cắt nhau và không song song nhau. Trên hinh 86 biểu diễn hai 
đường thẳng thường chéo nhau: mặc dù các hình chiêu cùng tên của 
chúng cắt nhau nhưng các giao điểm không thể nôi được bằng một 
đường song song với các đường dóng 7 và wm, tức là những đường 
thằng ây không cắt nhau. Những đường thăng biểu diễn trên các hình 
79. 80 và §5 cũng là những đường thẳng chéo nhau. 





[ 


HỈÌNH 82. HÌNH 83. HÌNH 84. 





í 





C 
HỈNH 85. HÌNH 86. 
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HỈÌNH 8. HÌNH 88. 


Giao điểm của các hình chiêu cùng tên của các đường thăng chéo 
nhau cần được xem như thê nào? Nó là hình chiêu của hai điểm: một 
thuộc đường thứ nhât, một thuộc đường thứ hai của hai đường thăng 
chéo nhau. Ví dụ trên hình 87, điểm có hai hình chiêu là k“ và & thuộc 
đường thẳng 4, còn điểm có các hình chiêu là # và / thuộc đường 
thẳng CD. Hai điểm này cách đều mặt phẳng W, nhưng khoảng cách 
của chúng đên 7ƒ thì khác nhau: điểm có hình chiêu là /, /xa H hơn 
điểm có hình chiêu là k“, k (hình 88). 

Các điểm có hình chiều là mứ, m và , n cách đều mặt phẳng HH, 
nhưng khoảng cách của chúng đên mặt phẳng V thì khác nhau. 

Điểm có hình chiêu 7, ¡ của đường thẳng CD che khuât điểm có 
hình chiêu k, k của đường thẳng 4 theo hướng nhìn xuông mặt 
phẳng #; hướng nhìn được chỉ bằng mũi tên ở điểm 7. Theo hướng 
nhìn vào mặt phẳng ⁄, điểm có hình chiêu ø, n của đường thắng CD 
che khuât điểm có hình chiêu ø, m của đường thằng 4; hướng nhìn 
được chỉ bằng mũi tên từ dưới lên ớ điểm ứ. 

Ký hiệu các hình chiêu của các điểm «khuât» được đặt trong ngoặc 
đơn 1. 


15. Về các hình chiêu của các góc phẳng 


1. Nều mặt phẳng chứa góc nào đó vuông góc với mặt phẳng hình 
chiêu, thì góc đã cho được chiều thành một đường thẳng. 


'! Các điểm của các đường thắng chéo nhau mà cùng nằm trên một đường thằng 
chiêu còn gọi là «các điểm cùng tia». 
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HINII 89. 


2. Nêu mặt phẳng của góc vuông không vuông góc với mặt phẳng hình 
chiêu và góc vuông có một cạnh song song với mặt phẳng ây thì góc vuông 
dược chiêu thành một góc VHÔNnG. 

Giả thiêt cạnh CB của góc vuông 4C (hình 89) song song với mặt 
phẳng hình chiêu. Khi đó C#Z sẽ song song với c„b„ Giả sử cạnh 
thứ hai 4C của góc vuông cắt hình chiêu z„c, của nó ở điểm K. 
Trong mặt phằng hình chiêu, qua điểm K vẽ đường thăng KL song 
song với c„, Đường thắng KL cũng song song với CB và góc 
CKL là góc vuông. Theo định lý ba đường vuông góc, góc c„KL 
cũng là góc vuông '. Do đó, chính góc a,c,b, cũng vuông. 

Tương ứng với định lý về hình chiêu của góc vuông này là hai định 
lý đào (đ.1. 3 và 4): 

3. Nêu hình chiều của một góc phẳng là một sóc vuông thì góc được 
chiêu sẽ là một góc vuông khi ít nhât một cạnh của góc đã cho song song 
với mặt phẳng hình chiêu. 

4. Nêu hình chiêu của một góc nào đây mà một cạnh của nó song song 
với mặt phẳng hình chiêu là một góc vuông, thì góc được chiều cũng là 
một góc vuông”. 

Dựa vào những điều trình bày trên ta có thê khẳng định rằng các góc 
biểu diễn trên hình 90 trong không gian cũng là những góc VUÔng. 

Trong trường hợp nào hình chiêu của góc vuông trên hai mặt 
phẳng hình chiêu đều là những góc vuông? Điều này xảy ra khi một 
cạnh của góc vuông song song với trục hình chiêu tương ứng (vuông 
góc với mặt phẳng hình chiêu thứ ba). Ví dụ trên hình 91: cạnh 4C 
vuông góc với mặt phẳng I#. 


L Theo định lý thuận của ba đường vuông góc: nêu KL L c„K thì KL L CK. Theo 
định lý đảo: nêu KL L CK thì KL 1 œ„K. 


? Bạn đọc quan tâm đên chứng minh các định lý đảo, xem ở những lần xuât bản 
trước của sách này. 
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a 
HỈÌNH 90, HÌNH 091. b 


Sử dụng những hiểu biêt về phép chiêu của góc vuông, về cách đưa thêm vào hệ 
thông Ứ, hệ thông mới ®, 77 (mục 8) và về vị trí các hình chiêu của đường thẳng song 
song với một mặt phẳng hình chiêu (mục II), ta có thể thực hiện phép vẽ sau đây: qua 
một điểm 4 vẽ một đường thắng sao cho nó cắt đường thắng đã cho dưới một góc 90”. 
Cách giải trình bày trên hình 92, ở đây bên trái cho các hình ban đầu, ở giữa chỉ cách 
thành lập hệ thông bỗ sung ,S, # với mặt phẳng S//BC, và bên phải thực hiện việc Về 
đường thẳng 4K L ðC. 

Vì mặt phẳng S//BC, điều này được bảo đảm bằng cách vẽ trục 5/H song song với 
bc, nên góc vuông 4K (hay là 4K) được chiêu trên mặt phẳng S cũng thành một góc 
vuông ø# ủ, Sau khi vẽ hình chiêu của điểm 4 và đường thẳng Ö8C trên mặt 
phẳng Š, ta vẽ ak,.Lb,c„ từ đó ta được k và &k và các hình chiêu ak, a“ (trinh 
tự vẽ được chỉ bằng những mũi tên). 

Có thê xem rằng sau khi vẽ được đường thắng 4K vuông góc với 8C ta đã xác định 
được khoảng cách từ điểm 4 đên 8C hay không? Không, ta chỉ mới vẽ được các hình 
chiêu của đoạn thẳng 4K; trong đó không có hình chiều nào xác định độ dài của khoảng 
cách. Nêu muôn xác định độ dài của một đoạn thắng 4K, tức là khoảng cách từ điểm 
A đen BC, thì phải tiêp tục, chẳng hạn bằng cách ứng dụng phương pháp đã trình bày 
trong mục l3. : 


¬ 
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HÌNH 93. HÌNH 94. 


Š. Nêu mặt phẳng của góc tù hay góc nhọn không vuông góc với mặt 
phẳng hình chiều và một cạnh của góc này song song với mặt phẳng hình 
chiều, thì hình chiêu của góc tù là một góc tù, hình chiều của góc nhọn la 
một góc HhỌọH. 

Cho đường thẳng Cð (hình 93) song song với mặt phằng hình 
chiêu. Xét góc tù KCØ hay góc nhọn ÄC5 và vẽ trong mặt phẳng của 
góc đó đường thẳng CL .L Cð. Vì góc LCB vuông nên hình chiêu của 
nó—góc e„/b,—cũng là góc vuông. Góc này được chứa trong 
góc Kc,b, và chứa trong nó góc Mc,b, do đó góc Xc,b, 
là góc tù và góc Ä⁄c,b, là góc nhọn. 

Vậy hình chiêu của một góc là một góc cùng loại với chính góc ây 
(vuông. tù hay nhọn) nêu có một cạnh của góc song song với mặt 
phẳng hình chiêu, 

Nói chung, hình chiêu của một góc bât kỳ có thê là một góc nhọn 
hay một góc vuông hay một góc tù, tùy vị trí của góc đôi với mặt 
phằng hình chiêu. 

6. Nêu cả hai cạnh của một góc bâãt kỳ đều song song với mặt phẳng 
hình chiều thì hình chiều của nó bằng chính nó. 

Điều này suy từ sự bằng nhau của các góc có các cạnh song song và 
cùng chiều. 

Vì vậy, dễ dàng xác định, ví dụ, góc giữa đường thắng 4ð và mặt 
phẳng W (hình 50): đó là góc giữa hình chiêu ab và trục x; cũng 
như vậy góc giữa CD và mặt phẳng # (hình 51) được xác định 
như góc của c với trục x, góc giữa EƑ và V (hình 52) như góc giữa 
e“ƒ” và trục z. 

Đôi với góc vuông, hình chiều của nó bằng chính nó ngay cả khi chỉ 
một cạnh của góc vuông song song với mặt phẳng hình chiều. 

Nhưng đôi với góc nhọn hay góc tì có một cạnh song song với mặt 
phẳng hình chiêu, hình chiêu của nó không thể bằng chính nó. Ở' đầy hình 
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HỈÌNH 95. HỈÌNH 96. 
chiêu của góc hon thì nhỏ hơn còn hình chiêu của góc'/2 thì lớn hơn 
góc được chiêu. 

Giả sử ˆ 24) 4,BC là góc nhọn có cạnh C8 song song VỚI 
mặt phẳng 7; c,b;J|CB. Mặt phẳng Š$ vẽ qua điêm Œ vuông ĐÓC 
với Cð và vuông góc với mặt phẳng P sẽ cắt P theo đường thăng sp 
đi qua điểm c„ và vuông góc với c,b„ Nêu qua điểm Ö ta vẽ các 
đường thẳng khác nhau tạo với đường thẳng ŒB cùng một gÓC nhọn 
thì tât cả các đường thẳng đó sẽ cắt mặt phằng ®Š tại các điểm có hình 
chiêu nằm trên đường thẳng Š%„ Giả sử 4ð và 4,8 là những 
đường thẳng hợp thành những góc nhọn bằng xhng với CB, 
¿_ACB = /A,CB. Nêu 4B song song với mặt phẳng P thì 
¿a„,b,,= ABC. Nêu 4:B không SONE song với P thi hình 
chiêu gủa 4, là một điểm trên đường thẳng S„ ĐBẨN VỚI điểm ) 
hơn so với hình chiêu của điêm 44. Do đó, hình chiêu của góc 4, CB 
là một góc nhỏ hơn góc 4,„„ tức là tyheé 
< ¿ dựức. 

7. Nêu hai cạnh của một góc cùng song song với mặt phẳng hình 
chiều hay cùng nghiêng dểu với nó thì đường phân giác của hình chiêu 
của góc là hình chiều của đường phân giác của góc trong không gian. 

Š. Đường phân giác của một góc đưg'c chiêu thành đường phân giác 
của hình chiêu của nó chỉ khi các cạnh của góc hợp những góc bằng nhau 
với mặt phẳng hình chiều 1. 

9, Nêu hai cạnh của góc nghiêng đều với mặt phẳng hình chiêu thì 
góc - hình chiều và góc được chiều không bằng nhau. 

Điều này thây rõ nêu gập øóc Ä4KN vào mặt phẳng P bằng cách 
quay xung quanh ⁄4N. Ở' vị trí gập, góc Ä⁄k „Ý nằm ở trong góc 





L Bạn đọc quan tâm đên chứng mỉnh các điểm W và 8 có thể tìm ở các lẩn in 
trước của quyên sách này. 
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MK,N, các đỉnh K;, và k, cùng nằm trên một đường vuông góc 
với ÄN (hình 95). 
10. Hình chiều của một góc nhọn hay một góc tù có thê bằng chính nó 


không chỉ trong trường hợp hai cạnh của góc song song với mặt phẳng 
hình chiêu. 

Từ hình 96 ta thây rõ. tât cả mọi góc, ví dụ góc nhọn Ä⁄4KN và góc 
tù MKNn mà các cạnh của chúng tương ứng nằm trong các mặt 
phẳng chiêu P và ø đều có hình chiêu là một góc bằng góc M⁄LN; 
những góc này có thê từ gần 0° đên gần 180”, nên trong đó dĩ nhiên có 
góc bằng hình chiêu của nó. 

Ví dụ về vẽ những góc như vậy cho trong mục 3ổ. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 13— 15 


I. Trên đồ thức, những tam giác vuông dùng để xác định chiều dài của đoạn thẳng 
bầt kỷ và góc nghiêng của nó với các mặt phằng W, H⁄ được vẽ như thê nào? 

2. Các góc của một đường thắng thường với các mặt phẳng hình chiêu V và 
H phải thỏa mãn những điều kiện gi? 

3. Tính chât nào của phép chiều song song liên quan đên những đường thẳng 
song song? 

4. Theo đồ thức của hai đường thẳng cạnh tổng hệ thông E, H ta có thể xác định 
được chúng song song nhau hay chéo nhau hay không? 

5. Trong hệ thông V, H hai đường thẳng cắt nhau được biêu diễn như thê nào? 

6. Giao điểm của các hình chiêu của hai đường thẳng chéo nhau được dùng như 
the nào? 

7. Trong trường hợp nào góc vuông được chiêu thành góc vuông? 

$. Trong trường hợp nào hình chiêu của góc tù hay góc nhọn cũng chắc chắn là 
một góc cùng loại (tù hay nhọn)? 

9, Hình chiêu của góc nhọn hay góc tù có một cạnh song song với mặt phẳng hình 
chiêu có thể bằng chính góc ây trong không gian hay không? 

10. Trong trường hợp nào đường phân giác của hình chiêu của một góc là hình 
chiêu của đường phân giác của góc trong không gian? 

I1. Một góc có hai cạnh hợp những góc bằng nhau với mặt phẳng hình chiêu và 
hình chiêu của nó có thê bằng nhau không? 

12, Một góc nhọn hay một góc tù mà các cạnh của nó không song song với mặt 
phẳng hình chiêu và hình chiêu của nó có thê bằng nhau không? 
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Chương LH 
Mặt phẳng 


16. Các cách biêu diễn mặt phẳng trên bản vẽ 


Trong không gian, vị trí của mặt phẳng được xác định bằng: 

a) ba điểm không cùng nằm trên một đường thẳng: 

b) một đường thẳng và một điệm nằm ngoài đưẻ ửng thăng đó; 

c) hai đường thẳng cắt nhau; 

d) hai đường thẳng song song nhau. 

Do đó, trên bản vẽ, mặt phẳng có thê cho bởi: 

a) đồ thức của ba điểm không cùng nằm trên một đường thăng 
(hình 97); 

b) đồ thức của một đường thằng và một điêm nằm ngoài đường 
thăng đó (hình 98); 

c) đồ thức của hai đường thằng cắt nhau (hình 99); 

d) đồ thức của hai đường thằng song song nhau (hình 100). 

Mỗi cách cho mặt phẳng biêu diễn trên các hình 97—— 100 có thể 
chuyên được từ cách này sang cách kia. Ví dụ, vẽ qua các điểm 
A, B (hình 97) một đường thẳng ta được cách cho mặt phẳng trên 
hình 98. Cách cho này có thể chuyên sang cách cho trên hình 100, nêu 
qua C ta vẽ đường thẳng song song với 4Ö. Trên bản vẽ, mặt phẳng có 
thê cho bởi các hình chiêu (đồ thức) của một hình phẳng bât kỳ (tam 
giác, hình vuông, hình tròn v. v...). Cho một mặt phẳng P bât kỳ bằng 
ba điểm 4, 8, C (hình 101). Nôi các hình chiêu cùng tên của 41, 8Ö, 
C bằng những đường thẳng ta được các hình chiêu (đồ thức) của tam 
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HÌNH 97, HỈNH 98. HÌNH 99, HỈNH 100. 
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HÌNH TÔI. 


giác 4C. Lâầy một điểm D trên 4B. Như vậy D cũng thuộc P. Vẽ qua 
D và một điểm nào đây, chẳng hạn điểm C, một đường thẳng, ta 
được một đường thăng nữa trong mặt phăng P. 

Một cách tương tự ta có thê vẽ được những đường thăng, và do 
đó, những điểm thuộc một mặt phẳng được cho bằng một trong các 
cách nói trên. 

Dưới đây ta sẽ thây rằng, một mặi phẳng vuông góc với mặt phẳng 
hình chiều có thể cho bởi đường thẳng giao tuyền của chúng. 


17. Các vêt của mặt phẳng 


Một cách trực quan hơn, mặt phẳng có thê biêu diễn bằng những 
đường thẳng giao tuyên của nó với các mặt phăng hình chiêu. Trên 
hình 102 cho ví dụ vẽ những đường thẳng ây trong trường hợp mặt 
phăng Ó cho bằng hai đường thăng cắt nhau 48 và CB. 












_- 
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HỈNH 102. HỈNH 103. 
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HÌNH 104. P, HÌNH 105. 

Để vẽ giao tuyên của Ó và H ta vẽ hai điểm thuộc đồng thời 
Q và H. 

Các vêt của các đường thẳng 4ð và Cð trên mặt phẳng 77, tức là 
các giao điểm của 4 và Cð với mặt phẳng 71, là những điểm như vậy. 
Sau khi vẽ được hình chiêu của các vêt ây, vẽ đường thăng qua 
m\, m„ ta được hình chiêu bằng của giao tuyên của các mặt phẳng 
Q và H. 

Giao tuyên của các mặt phẳng Ó và V được xác định bởi các vêt 
đứng của các đường thẳng 448 và C8. 

Người ta gọi vê của mặt phẳng trên các mặt phẳng hình chiêu hay 
vắn tắt hơn, vêt của mặt phẳng là giao tuyên của mặt phẳng với các mặt 
phẳng hình chiêu. 

Trên hình 103 biểu diễn một mặt phẳng P cắt mặt phằng hình chiêu 
bằng theo một đường thẳng ký hiệu là P,, và cắt mặt phẳng Ƒ theo 
đường thẳng ký hiệu là P, Đường thăng ?, được gọi là vêt bằng 
của mặt phẳng, đường thăng P,— vẽt đứng của mặt phẳng. 

Nêu mặt phẳng cắt trục hình chiêu thì điểm cắt ây là giao điêm của 
các vêt của mặt phẳng!, Ví dụ trên hình 103, các vêt P, và P, cắt 
nhau trên trục x tại điểm được ký hiệu là P.. 

Vêt của mặt phẳng trên mặt phẳng hình chiêu trùng với hình chiêu 
của nó trên mặt phẳng này. Vêt P, (hình 103) trùng với hình chiêu 
bằng của nó. Hình chiêu đứng của vêt này thuộc trục hình chiêu. Vêt 
P, trùng với hình chiêu đứng của nó; hình chiêu bằng của vêt này 
thuộc trục hình chiêu. 

Trên bản vẽ, mặt phẳng có thê được cho bằng các hình chiêu của 
các vêt của nó. Để cho gọn, ta có thê chỉ ký hiệu cho chính các vêt 
(hình 104). Hình biêu diễn như vậy sẽ trực quan và thuận tiện trong 
một sô phép vẽ. 





.ẻ ` ` » ` .4 , 2 
L Điễm này còn được gọi là «điêm tụ của các vêt». 
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Khi vẽ các vêt của mặt phẳng, giao điểm của chúng có thê được dùng đề kiếm tra 
phép vẽ: hai vềt của mặt phẳng phải cắt nhau tại một điểm trên trục hình chiêu (xem 
hình 102). 

Góc giữa các vẽt trên bản vẽ và góc giữa các vêt của mặt phăng trong không gian 
không bằng nhau. Thực vậy, giao điểm của các vêt là đỉnh của góc tam diện mà hai mặt 
bên của nó trùng với hai mặt phẳng hình chiêu (hình 103). Nhưng tông của hai góc 
phẳng của một góc tam diện thì lớn hơn góc phẳng thứ ba. Vì vậy, góc hợp bởi các vêt 
P.„ P„ trên bản vẽ (hình 104) luôn luôn lớn hơn góc giữa các vêt này trong 
không gian, 

Nêu xét mặt phẳng trong hệ thông W, , W thi trong trường hợp 
tông quát, mặt phẳng cắt cả ba trục hình chiêu (hình ¡05: mặt phẳng 
P cắt cả ba trục x, p, z). Mặt phẳng như vậy được gọi là mặt phẳng 
thường. Vêt P„ được gọi là vê! cạnh của mặt phẳng. 

Vì các điểm P„ P„, P, tương ứng nằm trên các trục x, ÿ, Z; 
nên để vẽ đồ thức của mặt phẳng trong hệ thông V, H, W ta chỉ cần 
biệt các đoạn thăng ÓP„ OØP„ ÓP,, tức là biêt các tọa độ của 
các điểm ¬P,, P„ P, trong hệ trục x, ÿ, z, cũng tức là chỉ cần biêt 
một tọa độ của mỗi điểm này vì hai tọa độ kia đều bằng 0. Ví dụ, đề vẽ 
P. chỉ cần biêt cao độ của nó. Hoành độ và tung độ của nó đều 
bằng 0. | 


18. Đường thăng và điểm trong mặt phăng. 
Những đường thắng đặc biệt 


Trên đồ thức. làm thê nào vẽ một đường thẳng thuộc một mặt 
phẳng đã cho? Phép vẽ này dựa trên hai mệnh đề đã biết: 

l) Đường thẳng thuộc mặt phẳng nêu nó đi qua hai điểm thuộc mặt 
phẳng dã cho. 

2) Đường thắng thuộc mặt phẳng nêu nó đi qua một điểm thuộc mặt 
phẳng đã cho và song song với một đường thẳng nằm trong mặt phẳng 
hay song song với mặt phẳng. | 

Giả sử mặt phẳng Ó, (hình 106) được xác định bằng hai đường 
thẳng cắt nhau 4B và Cð, mặt phẳng @;— bằng hai đường thẳng 
song song DE và FGŒ. Theo mệnh đề thứ nhât, một đường thăng cắt 
hai đường thằng xác định mặt phẳng sẽ thuộc mặt phẳng đã cho. 


SA. Á%, E - 0x # ề 
C 
; F4 
Â F 8 


HÌNH 106, 
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HÌNH lÔ?. Q 





HÌNH 108. 





h 


Từ đây suy ra rằng, nêu mặt phẳng được cho bằng các vêt thì mội 
duờng thắng sẽ thuộc mặt phẳng nêu các vêt của nó thuộc các vêt cùng 
tên của mặt phẳng (hình 107). 

Giả sử mặt phẳng P (hình 106) được xác định bởi điểm 44 và 
đường thẳng ØC. Theo mệnh đề thứ hai, một đường thắng vẽ qua 
điểm 4 và song song với 8C sẽ thuộc mặt phẳng P. Từ đó, đường 
thẳng thuộc mặt phẳng nêu nó song song với một vềt của mặt phẳng đó và 
cắt vêt kia tại một điểm (hình 108). 

Không được hiểu nhầm các ví dụ vẽ trên các hình 107 và 108 là để vẽ một đường 
thắng thuộc mặt phẳng, ta phải vẽ trước các vêt của mặt phẳng ây. Tât nhiên, điều ây 
không cần thiêt. 

Chăng hạn, trên hình 109 vẽ đường thắng 4 thuộc mặt phẳng cho bởi điểm 4 và 
đường thẳng đi qua điểm L. Giả thiêt đường thẳng 4Ä⁄ phải song song với mặt phẳng 
H. Trước hêt vẽ hình chiêu zz vuông góc với đường dóng zøz. Theo #⁄ tìm được 7 và 
vẽ hình chiêu zm. Đường thăng 4M thỏa mãn điều kiện: nó song song với mặt phẳng 
H và thuộc mặt phẳng đã cho, vì nó đi qua các điểm (4 và M⁄) của mặt phẳng này. 


^ˆ ` r ` “^ ` ~ ^ˆ .* ^ ˆ . è “~ 
Trên đồ thức, làm thê nào vẽ một điêm thuộc một mặt phăng đã cho? 
À ` *.KẮ “^ , F^ ^~ ^ * ` ` ^ ~- ~ 
Đê làm việc ây, rước hềt ta vẽ một đường thăng thuộc mặt phẳng đã 
cho rồi lây một điêm trên đường thăng ây: 
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HỈNH 109. HÍNIE 119 


Ví dụ, cần tìm hình chiêu đứng của điểm D, nêu biêt hình chiêu 
bằng Z của nó và biêt rằng điểm nằm trong mặt phẳng xác định bởi 
tam giác »45C (hình 110). 

Trước hêt vẽ hình chiêu bằng của một đường thằng bât kỳ thuộc 
mặt phẳng đã cho sao cho điêm Ð có thể nằm trên đường thẳng này. 
Muôn vậy, ta vẽ đường thẳng qua các điềm ø, đ và gọi mm là giao điểm 
của øở và bc. Vẽ hình chiêu đứng 7#⁄ thuộc 5“z/, ta được đường thăng 
AM thuộc mặt phẳng đã cho: đường thăng này đi qua điểm 4——là 
một điểm đã cho của mặt phẳng— và điểm 3 — là điểm vừa vẽ được 
của mặt phẳng. 

Hình chiêu đứng Z cần tìm của D phải thuộc hình chiêu đứng của 
đường thắng 4M. 


Một ví dụ khác cho trên hình 111. Trong mặt phẳng @ cho bởi hai đường thẳng 
song song 4ð và CD vẽ một điểm K mà hình chiêu bằng của nó, điểm k, đã cho. Qua & ta 
vẽ một đường thẳng bât kỳ và lây đó làm hình chiêu bằng của một đường thằng thuộc 
mặt phẳng đã cho. Theo các điểm e, ƒ ta vẽ được các điểm ¿' trên 4” và ƒ trên ở. 
Đường thẳng EƑ vẽ được nằm trong mặt phẳng Ó vì nó đi qua hai điểm Ƒ, 7 hiển nhiên 
thuộc mặt phẳng. Nêu lây điểm k“ thuộc £ƒ7 thì K là một điểm của mặt phẳng Ó. 


Ta sẽ xem những đường thăng có vị trí đặc biệt trong mặt phẳng 
là: đường bằng, đường mặt ! và đường dôc nhất đôi với các mặt phẳng 
hình chiêu. 


! Bên cạnh những đường bằng, đường mặt của mặt phẳng, ta có thể xét những 
đường cạnh của nó — đó là những đường thẳng nằm trong mặt phẳng đã cho và song 
song với mặt phẳng W. Ta thường gặp các đường bằng, đường mặt và đường cạnh 
trong một tên chung đường đồng mức. Tuy vậy, tên gọi này chỉ đúng với hình ảnh 
thông thường về tính bằng ngang. 
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HÌNH 111. HÌNH 112. C 


Đường bằng của mặt phẳng là đường thắng nằm trong mặt phẳng và 
song song với mặt phẳng hình chiều bằng. 

Ta vẽ đường bằng của mặt phẳng cho bởi tam giác 4BŒ. Đường 
bằng cần vẽ đi qua điểm 44 (hình 112). 

Vì đường bằng của mặt phăằng là đường thẳng song song với mặt 
phằng ;, nên bằng cách vẽ z#k L #a ta được hình chiêu đứng của 
đường thắng này. Để vẽ hình chiêu bằng của đường bằng ây, ta vẽ 
điểm &k và sau đó vẽ đường thẳng đi qua các điểm 4, k. 

Đường thẳng AK vẽ được đúng là đường bằng của mặt phẳng đã 
cho. Đường thẳng này nằm trong mặt phẳng vì nó đi qua hai điểm 
hiển nhiên thuộc mặt phẳng và song song với mặt phẳng H. 

Bây giờ ta xem cách vẽ đường bằng của mặt phẳng cho bởi 
các vệt. 

Vêt bằng của mặt phẳng là một trong những đường bằng của nó 
(đường bằng có «độ cao bằng không»). Vì vậy, vẽ một đường bằng 
bât kỳ của mặt phẳng dẫn đền việc vẽ trong mặt phẳng này một đường 
thắng song song với vêt bằng của nó (hình 108, bên trái). Hình chiêu 
bằng của đưẻ ờng bằng song song với vêt bằng của mặt phẳng. Hình 
chiêu đứng của đường bằng song song với trục hình chiêu. 

Đường mặt của mặt phẳng là đường thẳng nằm trong mặt phẳng và 
song song với mặt phẳng hình chiêu V. 

Ví dụ vẽ đường mặt của mặt phẳng cho trên hình 113. Cách vẽ 
được làm tương tự như cách vẽ đường bằng (xem hình 112). 

Cả sử đường mặt đi qua điểm 4 (hình 113). Trước hêt ta vẽ hình 
chiêu bằng của đường mặt —đường thẳng a#, vì hướng của hình 
chiêu này đã biêt: ak.L zZa. Sau đó vẽ hình chiêu đứng của đường 
mặt— đường thắng #*k“. 
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HÌNH 113. HỈNH 114 


HÌNH I1]5. C 





Đường thẳng vẽ được đúng là một đường mặt của mặt phẳng đã 
cho: đường thẳng ây nằm trong mặt phằng vì nó đi qua hai điêm hiên 
nhiên thuộc mặt phẳng và song song với mặt phẳng E. 

Bây giờ ta vẽ đường mặt của mặt phẳng được cho bởi các vêt. 
Xem lại hình 108, bên phải, ở đây biêu diễn một mặt phẳng Ó và 
đường thẳng Ä⁄Đ, ta thây ngay đường thằng này là một đường mặt 
của mặt phẳng. Thực vậy, nó song song với vêt đứng (đường mặt có 
độ xa bằng 0») của mặt phằng. Hình chiêu bằng của đường mặt song 
song với trục x. Hình chiêu đứng của đường mặt song song với vêt 
đứng của mặt phẳng. 

Đường dôc nhât của mặt phẳng đôi với các mặt phẳng H, V và M là 
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những đường thẳng nằm trong mặt phẳng và tương ng Vuông góc với 
dheòng bằng, đường mặt và dường cạnh của mặt phẳng. 

Trong trường hợp đầu xác định đường dôc nhât đôi với mặt 
phẳng HH, trong trường hợp thứ hai— đôi với mặt phăng ƒ, trong 
trường hợp thứ ba-- đôi với mặt phẳng W. Đề vẽ đường dôc nhât 
của mặt phẳng, tât nhiên có thể cho lần lượt các vêt của nó. 

Theo các quy tắc của phép chiêu góc vuông (xem mục 1$), hình 
chiêu bằng của đường dôöc nhât của mặt phẳng đôi với mặt phẳng 
H vuông góc với hình chiêu bằng của đường bằng của mặt phăng này 
hay vuông góc với vêt bằng của mặt phẳng. Hình chiêu đứng của 
đường dôc nhât được vẽ sau khi vẽ hình chiêu bằng và có thê ở các vị 
trí khác nhau. Trên hình 114 vẽ đường dôc nhât của mặt phẳng Q đôi 
với H; BKL,. Vì bK cũng vuông góc với Ó, nên góc ÖBX? là 
góc phẳng của nhị diện hợp bởi các mặt phẳng Ó và H. Do đó, có thể 
dùng đurờng dôc nhât của mặt phẳng để xác định góc nghiêng của mặt 
phẳng đôi với mặt phẳng hình chiêu H. 

Tương tự, có thể dùng đường dôc nhât của mặt phẳng đôi với mặt 
phẳng V để xác định góc của mặt phẳng này với mặt phẳng ƒ, còn 
đường dôc nhât của mặt phẳng đôi với mặt phẳng W để xác định góc 
của mặt phẳng đôi với mặt phẳng J. 

Trên hình 115 vẽ các đường đôc nhât đôi với mặt phẳng # trong 
các mặt phằng đã cho. Góc của mặt phẳng P với mặt phẳng # được 
thê hiện nhờ các hình chiêu của đoạn thăng ð8K—— hình chiêu đứng 
dạng góc b“k“b và hình chiêu bằng dạng đoạn kb. Độ lớn của góc này 
có thê xác định bằng cách vẽ tam giác vuông theo các cạnh góc vuông 
bằng kÐ và bb. 

Dĩ nhiên, đường dôc nhât của mặt phẳng xác định vị trí của mặt 
phẳng ây. Ví dụ, nêu (hình 115) đường đôc nhât K8 đôi với mặt phẳng 
H đã cho, thì bằng cách vẽ đường bằng vuông góc với nó 4M, hay nêu 
đã cho trục hình chiêu x, bằng cách vẽ t1 kò, ta hoàn toàn xác 
định mặt phẳng mà KØ là đường dôc nhât của nó đôi với mặt 
phẳng H. 


Những đường thẳng có vị trí đặc biệt trong mặt phẳng mà ta vừa xét trên, chủ yêu là 
đường bằng và đường mặt, rât hay được dùng trong các phép dựng hình khác nhau và 
đề giải các bài toán. Điều này được cắt nghĩa ở chỗ việc vẽ những đường thẳng ây rât 
đơn giản, nên dùng làm những đường phụ trợ rât tiện lợi. 

Trên hình 116 cho hình chiêu bằng k của điểm K. Cần vẽ hình chiêu đứ ng &', biết 
rằng K nằm trong mặt phẳng cho bởi hai đường thẳng sọng song vẽ qua các điểm 4 
và B, 

Muôn vậy, ta vẽ một đường thắng tùy ý đi qua điểm K và nằm trong mặt phẳng đã 
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HỈNH 116. HỈNH 111. P, 


cho. chẳng hạn đó là đường mặt A⁄A. Hình chiêu bằng mw đi qua #. Theo zm, ñ vẽ được 
m , n xác định hình chiêu đứng của đường mát. 

Hình chiêu đứng k“ cần tìm phải thuộc đường thắng w⁄m này. 

Trên hình 117. bên trái, vẽ hình chiêu bằng z của một điểm 4 thuộc mặt phẳng 
P theo hình chiêu đứng # đã cho của nó; cách vẽ được thực hiện nhờ đường bằng EĂ. 

Trên hình 117, bên phải, giải bài toán tương tự nhờ đường mật \MN. 

Trên hình 118 cho một ví dụ nữa về việc vẽ hình chiêu còn thiêu của một điểm thuộc 
một mặt phẳng bât kỳ. Ở bên trái vẽ những yêu tô đã cho: đường dôc nhât 4B của mặt 
phẳng đồi với mặt phẳng hình chiêu bằng và k— hình chiêu bằng của điểm. Ở bên phải, 
hình 118. chỉ cách vẽ: qua điểm & vẽ (vuông góc với 4) hình chiêu bằng của đường 
bằng: điểm K phải thuộc đường bằng này. Theo ƒ vẽ hình chiêu đứng của đường bằng 
và trên đường này xác định hình chiêu &k cần tìm. 

Trên hình 119 cho ví dụ vẽ hình chiêu thứ hai của một đường cong phẳng, biêt hình 
chiêu thứ nhật của nó (hình chiêu bằng) và mặt phẳng P chứa đường cong này. Cách vẽ 
thực hiện bằng cách lây một sô điểm trên hình chiêu bằng của đường cong, rồi tìm hình 
chiêu đứng của nó nhờ những đường bằng. 


bị 
=1 


= 





HÌNH 118. HÌNH 119. P, 
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Trình tự vẽ hình chiêu đứng # theo hình chiêu bằng ø¿ được chỉ bằng những 
mũi tên. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC l6—18 


I. Trên đồ thức, mặt phẳng được cho như thê nào? 

2. Vêt của mặt phẳng trên các mặt phẳng hình chiêu là gì? 

3. Hình chiều đứng của vẽt bằng và hình chiêu bằng của vêt đứng của mặt phẳng 

nằm ở đâu? 

4. Trên đồ thức làm thê nào để xác định một đường thắng có thuộc mặt phẳng đã 
cho hay không? 

5. Trên đồ thức làm thê nào để vẽ một điểm thuộc một mặt phẳng đã cho? 

6. Đường bằng, đường mặt và đường dôc nhât của mặt phẳng là gì? 

7. Có thê dùng đư ờng dôc nhât của mặt phẳng đôi với mặt phẳng 77 để xác định 
góc nghiêng của mặt phẳng với mặt phằng hình chiêu ?#ï không? 

8. Một đường thắng có xác định mặt phẳng hay không nêu đường thăng này là 
đường dôc nhât của mặt phẳng đôi với mặt phẳng #7? 


19. Vị trí của mặt phăng đôi với các mặt phẳng hình chiêu 


Có thê có những vị trí sau đây của mặt phẳng đôi với các mặt 
phẳng hình chiêu É⁄, HH, H: 

L) Mặi phẳng không vuông góc với một mặt phẳng hình chiêu nào. 

2) Mặt phẳng chỉ vuông góc với một mặt phẳng hình chiêu. 

3) Mặt phẳng vuông góc với hai mặt phẳng hình chiêu. 

Những mặt phẳng 2) và 3) có tên chung là «mặt phăng chiêu». 


1. Mặt phẳng không vuông góc với mội mặt phẳng hình chiều nào gọi 
là mặt phẳng thường (xem hình 105). 

Ví dụ, ta xét mặt phẳng biểu diễn trên hình 112. Mặt phẳng này 
không vuông góc với Ƒ, , M Nó không vuông góc với W và H, điều 
đó được khăng định bởi dạng các hình chiêu a“c và abc: nều mặt 
phẳng được xác định bởi tam giác 4C mà vuông góc với ! chẳng 
hạn, thì (hình 120) hình chiêu øPe là một đoạn thẳng. 

Vậy mặt phẳng đang xét không vuông góc với cả ƒ và #. Nhưng 
mặt phẳng này có thể vuông góc với W⁄? Không, đường bằng 4K của 
mặt phẳng này không vuông góc với W (so sánh với hình 54, ở đó có 
vẽ đường thăng vuông góc với W), và do đó, mặt phẳng 48C không 
vuông góc với l. 

Trên hình 112 cho ví dụ cách cho một mặt phẳng thường trong hệ 
thông Ƒ, HH. 

Những ví dụ khác về cách cho mặt phẳng thường xem trên các 
hình 109, 110, 111, 113, 116 và các hình 102, 104, 107 bên trái; 108, 115 
bên phải; 117, 119 trên đó mặt phẳng cho bằng các vêt. Mặt phẳng 
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HÌNH 129. HÌNH l2I. 


fường (xem hình 105) cắt cả ba trục x, y, Z. Các vêt của mặt phẳng 
thư“Ò'ng không bao giờ vuông góc với các trục hình chiều. 

Nêu các vêt của một mặt phẳng thường P,„, P, hợp với trục 
x những góc bằng nhau, thì điều ây có nghĩa là các góc giữa mặt phẳng 
P và các mặt phẳng H, V bằng nhau. Thực vậy, nêu hai góc phẳng của 
một góc tam diện bằng nhau thì các góc nhị diện đôi diện với chúng 
cũng bằng nhau; các góc hợp bởi các vêt P, và P, với trục x (xem 
hình 105) là các góc phẳng. mà đôi điện với chúng là các góc nhị diện 
hợp bởi mặt phẳng P với các mặt phẳng V và H. 

Nêu một mặt phẳng thường nghiêng đều với các mặt phẳng 1#, 
ý và W, thì (xem hình 105) hiển nhiên ØP,= OP,= ÓP., tức 
là các vêt hợp với các trục hình chiêu những góc 45”. 

Khi xét một mặt phẳng thường trong không gian trong giới hạn 
của góc tư thứ nhât hay góc tám thứ nhât, ta thây rằng góc giữa các 
vêt bằng và các vêt đứng có thể là góc nhọn (hình 105) hay góc tù 
(hình 121). 


Mặt phẳng O biểu diễn trên hình 121 đi qua tât cả các góc tám, trừ góc thứ 6. 

Nêu muôn vẽ đồ thức của một mặt phẳng thường theo Lọa độ của các giao điêm của 
các vêt, thì trên hình 121, đĩ nhiên hoành độ và tung độ của các điểm O, và O O, phải 
được cho là dương và cao độ của Q. là âm, 

Trên hình 122 biểu diễn một trường hợp đặc biệt của mặt phẳng thường — trên đồ 
thức, các vêt P, và P, của nó nằm trên cùng một đường thắng. Nhớ lại sơ đồ gập 
các mặt phẳng hình chiêu (hình 15), ta sẽ nhận thây rằng các vêt P, và ?, hợp 
những góc bằng nhau với trục x không những chỉ trên đồ thức mà cả trong không gian. 
Nhr được chỉ trên hình 122, bên phải từ các tam giác bằng nhau 
k¿jkP, và kkP, ta suy ra góc kạP„k bằng góc kP,k, tức là các vêt ?, và 
P,„ hợp cùng một góc với trục x. 
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HỈNH 127. 


- 


Từ đó, mặt phẳng P hợp những góc bằng nhau với các mặt phẳng #/ và V. Phần 
mặt phẳng P nằm trong góc tư thứ nhât chứa góc thực giữa ?, và P, (trong ví dụ 
của ta. đó là một góc tù). 

Trên hình 122 cũng chỉ cách vẽ vềt thứ ba (P,) của mặt phẳng theo hai vêt 7, 
P, đã cho. Vì các vêt P, và P, cùng nằm trên mội đường thẳng, nên điêm P. 
trùng với điểm P, và do đó, điểm P,„¡ cũng đứng cách điểm Ø một khoảng như 
điểm P; vì vậy vêt P,„ nghiêng một đốt 45° với trục y (và với trục z); góc nghiêng 
như vậy của vêt cạnh sẽ thu được trong mọi trường hợp dựng mặt phẳng, khi trên đồ 
thức vêt bằng và vêt đứng của nó cùng nằm trên một đường thẳng cắt trục x dưới một 
góc nhọn. 

Một mặt phẳng như vậy phải chứa một đường thẳng vuông góc với trục x và hợp 
với mặt phẳng ÿ (hay với Èï) một góc 45°. Và vì đường vuông góc này là dường vuông 
ØÓC VỚI mặt phẳng phân giác của các góc nhị diện kề với góc ⁄H, nên mặt phẳng nói trên 
có thê được xác định như mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng phân giác của các góc tư 
thứ hai và thứ tư của không gian. 


2. Mặt phẳng chỉ vuông góc với một mặt phẳng hình chiêu. Có ba 
trường hợp: 


a) Mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng hình chiêu bằng. Mặt phẳng 
như“ vậy được gọi là mặi phẳng chiều bằng. 


- 


—-—-—ot 


+ 





S; 


HỈNH 123 € HÌNH 124. 
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HỈÌNH 125. HÌNH 126 


Ví dụ trên hình 123: mặt phẳng cho bởi các hình chiêu của tam giác 
ABC. Hình chiêu bằng là một đoạn thăng. Góc B bằng góc giữa mặt 
phẳng đã cho và mặt phẳng ƒ. 

Trên hình 124 cho ví dụ biểu diễn một mặt phẳng chiêu bằng bằng 
các vêt của nó: bên trái là hình không gian, ở giữa — đồ thức trong hệ 
thông W,xJJ có chỉ rõ trục x và các vêt 5;„ s5„„ bên phải — không có 
trục x và do đó cũng không có vêt $,, 

Vêt đứng vuông góc với mặt phẳng ; và với trục hình chiêu x. Vêt 
bằng có thê hợp với trục hình chiêu một góc tùy ÿ; đó là góc phẳng của 
nhị điện hợp bởi mặt phẳng chiêu bằng với mặt phẳng E. 

Góc giữa Š, và Š„ cũng như góc giữa s%, và s„ trong 
không gian, bằng 90/. 

Nêu một điểm thuộc mặt phẳng chiêu bằng thì hình chiêu bằng của 
nó phải thuộc vêt bằng của mặt phăng. Cũng hệt như vậy đôi với một 
hệ điểm bât kỳ của mặt phẳng chiêu bằng, ví dụ những đường thằng 
những đường cong phẳng, các hình phẳng. | 

Vêt S„ có thê xem như là hình chiêu bằng của mặt phẳng. 

b) Äặt phẳng vuông góc với mặt phẳng hình chiêu đứng. Mặt phẳng 
như vậy gọi là mặt phẳng chiều đứng. 

Ví dụ cho trên hình 125: mặt phẳng cho bởi các hình chiêu của tam 





: C 
HÌNH 127. HÌNH 128, 
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giác DEF. Hinh chiêu đứng của nó là một đoạn thẳng, Góc ơ bằng góc 
giữa DEF và mặt phẳng HH. 

Trên hình 126, bên trái cho hình không gian, ở giữa — đồ thức 
trong hệ thông ƒ⁄, 7ƒ có trục hình chiêu, bên phải — không có trục hình 
chiêu. Vêt bằng vuông góc với mặt phăng V và với trục hình chiêu. Vêt 
đứng có thê hợp với trục hình chiêu một góc bât kỷ; góc này là góc 
phăng của nhị diện hợp bởi mặt phẳng chiêu đứng và mặt phẳng . 

Trong không gian, góc giữa 7, và 7 bằng 90”. 

Nêu một điêm nằm trong mặt phẳng chiêu đứng thì hình chiêu 
đứng của nó phải thuộc vêt đứng của mặt phẳng. Cũng hệt như vậy 
đôi với một hệ thông điểm bât kỳ. Vêt 7, (hinh LAỔ) Cả có thế xem là 
hình chiêu đứng của mặt phăng 7. 

c) Afặt phẳng vuông sóc với mặt phẳng hình chiêu cạnh. Mặt phẳng 
nh vậy gọi là mặt phẳng chiêu cạnh. 

Trên hình 127 cho ví dụ mặt phẳng chiêu cạnh: mặt phăng cho bởi 
các hình chiêu của tam giác 4C. Đường bằng của mặt phẳng này 
vuông góc với mặt phằng W: các hình chiêu z # và ađ song song nhau 
(và song song với x). Đó là dâu hiệu để 4C là mặt phẳng chiêu cạnh 
chứ không phải là một mặt phẳng thường (so sánh với hình 112). 

Hìnhchiêucanhcủa tam giác 48Clà một đoạn thẳng. Cócơ giữa đoạn 
thăng này và đường đóng cc” bằng góc nghiêng của mặt phẳng tam 
ØiáC với mặt phẳng H, còn góc nghiêng của mặt phẳng lam giác với 
mặt phẳng V bằng 90° —ơ. 

Trên hình 128 cho ví dụ biểu diễn mặt phẳng chiêu cạnh bằng các 
VÊt của nó. 

Vêt bằng và vêt đứng của mặt phăng này cùng song song với trục 
x và do đó song SOnE nhau. 

Mặt phẳng biếu diễn trên hình 107 bên phải cũng là mặt phẳng 
chiêu cạnh. 


đj 


Mặt phẳng vuông góc với một mặt phăng hình chiều (mật phẳng chiêu bằng, chiêu 
đứng hay chiêu cạnh), trong trường hợp đặc biệt, có thể chứa một trục hình chiều. 
Người ta còn gọi mặt phẳng như vậy là mãi phẳng XHJẾN trục. 

Ví dụ, ta xét một mặt phẳng xuyên trục chiêu cạnh (hình 129). Các vêt R, và Ñ, 
của nó trùng với trục x; ở đây cần phải có thêm vêt thứ ba R„ hoặc là một điểm của 
mặt phằng mà không thuộc trục x. 

Mặt phẳng xuyên trục có thê là mặt phẳng phân giác, tức là mặt phẳng xuyên trục 
chia đôi góc nhị diện hợp bởi các mặt phẳng hình chiêu. 

Làm thê nào để biểu diễn một mặt phẳng chiêu cạnh trên đồ thức không có trục 
hình chiêu? Làm như cho trên hình 129. Một ví dụ khác cho trên hình 130: mặt phẳng 
cho bởi hai đưè ờng thăng cắt nhau, trong đó một đường (4) vuông øóc với mặt phẳng 
H, còn đường kia có vị trí bât kỳ. 
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HÌNH 129, HỈNH 130. 


3. Mặt phẳng vuông góc với hai mặt phẳng hình chiêu. Cũng có ba 
trường hợp ': 

a) Mi phẳng yuông øóc với các mặt phẳng V và M, tức là song song 
với mặt phẳng H. Mặt phẳng như vậy gọi là mặt phẳng bằng. 

Trên hình 131 cho ví dụ một mặt phẳng bằng xác định bởi các hình 
chiêu của tam giác 48C. Trên hình 132, bên phải cho mặt phẳng bằng 
trong hệ thông EV, HH nhờ vệết đứng của nó. Vêt 7, có thể 
xem như hình chiêu đứng của mặt phẳng. 

b) Mặt phẳng VưÔng sóc với các mặt phẳng H và M, tức là song song 
với mặt phẳng V. Mặt phẳng như vậy gọi là mặt phẳng mặt. 

Trên hình 133 cho một mặt phẳng mặt xác định bởi các hình chiêu 
của tam giác CDE. 

Trên hình 134, bên phải biêu diễn mặt phẳng mặt trong hệ thông Ƒ, 
H nhờ vêt S%„ mà ta có thể xem như hình chiêu của mặt phẳng đó 
trên mặt phẳng 1. 

c) Mặt phẳng vuông góc với các mặt phẳng H và Ứ, tức là song song 
với mặt phẳng M. Mặt phẳng như vậy gọi là mặt phẳng cạnh. 

Trên hình 135 cho hình biểu diễn trong hệ thông ƒV, W/ một mặt 
phằng cạnh cho bởi các hình chiều của tam giác EEƠŒ. 

Trên hình 136 cho hình biểu diễn trong hệ thông ƒ, ⁄ nhờ các vêt. 
Mỗi vêt có thê xem như hình chiêu của mặt phẳng P trên mặt phẳng 
hình chiêu tương ứng. Mặt phăằng cạnh kêt hợp các tính chât của mặt 
phẳng chiêu đứng và mặt phẳng chiêu bằng. 

CÂU HỎI CHO MỤC 19 


1. Mặt phằng thường và mặt phẳng chiêu trong hệ thông Ứ, M, W có vị trí như 
thê nào? 


! Những mặt phẳng này còn có tên chung là ‹qnặt phẳng đồng mức». Tuy nhiên, 
tên gọi này hợp với hình ảnh thông thường chỉ đôi với mặt phẳng bằng. 
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2. Thê nào là mặt phẳng chiêu đứng, mặt phẳng chiêu bằng, mặt phẳng chiêu cạnh? 

3. Làm thê nào đề xác định trong hệ thông Ƒ, j một mặt phẳng cho bởi hai đường 
thắng cắt nhau hay song song nhau là mặt phẳng thường hay mặt phẳng chiêu cạnh? 

4. Hình chiêu bằng của mặt phẳng chiêu bằng và mặt phẳng mặt đươc thê hiện như 
thê nào? 

5. Cùng câu hỏi trên đôi với hình chiêu đứng của mặt phẳng chiêu đứng và mặt 
phẳng bằng. 

6. Hình chiêu bằng của những điểm thuộc mặt phẳng chiêu bằng hay mặt phẳng 
mặt nằm ở đâu? 

7. Hình chiêu đứng của những điểm thuộc mặt phẳng bằng Bào mặt phẳng chiêu 
đứng nằm ở đâu? 

$. Góc giữa trục x với vêt đứng và vêt bằng của mặt phẳng chiều đứng và mặt 
phẳng chiêu bằng bằng góc nào trong không gian? 
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20. Vẽ mặt phẳng chiêu đi qua một đường thẳng 


Ở' những phần sau sẽ có nhiều trường hợp phải vẽ qua một đường 
thắng một mặt phẳng chiêu với điều kiện nào đây. Qua một đường 
thằng thường người ta có thể vẽ một mặt phẳng chiêu bât kỳ. Các ví 
dụ cho trên hình 137. Qua một đường thắng chứa điểm K cho trong hệ 
thông , H đã vẽ: mặt phẳng chiêu đứng biểu diễn bởi vêt đứng 7, 
của nó: mặt phẳng chiêu bằng biêu diễn bởi vêt bằng Š„ của nó; mặt 
phẳng chiêu cạnh xác định bởi đường thăng đã cho 4X và đường 
thẳng 48 vuông góc với mặt phẳng W. 

Trên hình 138, mặt phẳng vẽ qua đường thăng đã cho được biêu 
diễn bằng các vêt. VỊ trí trục x hoặc đã cho hoặc có thê được chọn. 

Nhưng gua một đường thẳng thường không thể dựng một mặt 
phẳng mặt hay một mặt phẳng bằng hay một mặt phẳng cạnh. Những 
mặt phẳng như vậy chỉ có thê vẽ được qua những đường thăng có vị 
trí tương ứng: qua đường bằng vẽ được mặt phẳng bằng, qua đường 
mặt — mặt phẳng mặt, qua đường cạnh — mặt phẳng cạnh. Trên hình 
139 biểu diễn mặt phẳng bằng 7 vẽ qua ". bằng 4Ø và mặt phẳng 
mặt Š vẽ qua đường mặt C 7Ð, 





.R 
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HỈÌNH 137. HỈÌNH 138. 
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21. Vẽ hình chiêu của các hình phẳng 


Vẽ hình chiêu của những hình phẳng (tức là các hình mà mọi điểm 
của nó cùng nằm trong một mặt phẳng, ví dụ hình vuông, hình tròn, 
hình elip v. v...) dẫn đền việc vẽ các hình chiêu của một loạt điểm, đoạn 
thăng, đường cong hợp thành đường bao quanh hình chiêu của hình 
đã cho. Ví dụ, biệt tọa độ các đỉnh của một tam giác ta có thê vẽ các 
hình chiêu của những điểm này, từ đó có các hình chiêu của các cạnh 
và như vậy ta được các hình chiêu của tam giác. 

Ta đã gặp những bản vẽ gồm các hình chiêu của tam giác (ví dụ, 
các hình T110, 112 v. v...). So sánh các hình 110 và 112 với nhau ta có 
thê nhận thây rằng trên hình 110, một hình chiêu, đó là hình chiêu 
đứng. biểu diễn «mặt trước» của tam giác, còn hình chiêu bằng—«mặt 
sau». Còn trên hình 112, cả hai hình chiêu cùng biêu diễn một mặt của 
tam giác. Dâu hiệu để phân biệt là thứ tự đi vòng của các đỉnh: trên 
hình 110, trên hình chiêu đứng đi theo chiều kim đồng hồ, trên hình 
chiêu bằng—— ngược chiều kim đồng hồ; trên hình 112, trên cả hai hình 
chiêu, đường khép theo cùng một chiều-— chiều kim đồng hồ. 

Trong hệ thông Ƒ,, M/, trong trường hợp chung, các hình chiêu của 
một đa giác bât kỳ cũng là những đa giác có cùng sô cạnh; ở đây, mặt 
phẳng của đa giác là mặt phẳng thường. Nhưng nêu trong hệ thông E, 
H, cả hai hình chiêu, ví dụ của một tam giác, đều là tam giác thi mặt 
phẳng của nó cũng có thể là mặt phẳng thường hay mặt phẳng chiêu 
cạnh: trên hình 112 mặt phẳng thường, còn trên hình 127——mặt 
phẳng chiêu cạnh. Dâu hiệu để xác định, như đã nói ở mục l9, trong 
phần giải thích cho hình 127, là dường bằng (hay đường mặt) : nêu các 
hình chiêu của đường này trên Ƒ và trên # mà song song nhau thì mặt 
phẳng là mặt phẳng chiêu cạnh (hình 127); nêu chúng không song song 
thì mặt phẳng là mặt phẳng thường (ví dụ, các hình 112, 115, bên trái). 

Nêu hình chiêu của một đa giác trên V hay trên # là một đoạn 
thăng thì mặt phẳng của đa giác ây tương ng sẽ vuông góc với Ƒ hay 
với Ö, Ví dụ trên hình 123, mặt phẳng tam giác là mặt phẳng chiêu 
bằng, trên hình I25— mặt phẳng chiêu đứng. 

Một hình nằm trong mặt phẳng song song với mặt phẳng hình 
chiêu thì được chiêu lên mặt phẳng ¿ ây không biên dạng. Ví dụ, mọi 
phần tử của tam giác CDE biểu diễn trên hình 133 đư ợc chiêu lên mặt 
phẳng ƒ không biên dạng. Vòng tròn biêu diễn trên hình 140 được 
chiêu. lên mặt phẳng H không biên dạng. 

Nêu mặt phẳng của một hình không song song với mặt phẳng hình 
chiêu, thì muôn xác định dạng thực (tức là dạng không biên dạng) của 
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HÌNH 140, HÌNH T4I. 


hình này người ta dùng các phương pháp sẽ chỉ ở sau, trong chương 
V. Dĩ nhiên, trong khi chưa biêt các phương pháp ây, ta cũng có thể 
vẽ, ví dụ, dạng thực của tam giác biêu diễn trên hình 112 bằng cách xác 
định chiều dài của đoạn thằng (xem mục J3) và sau đó vẽ tam giác theo 
các đoạn thẳng tìm được. Đồng thời ta cũng xác định được các ĐÓC 
của tam giác đã cho. Người ta cũng làm như vậy, chăng hạn khi vẽ 
hình khai triển của mặt tháp, mặt lăng trụ ... (xem mục 44 ở dưới). 
Nêu một đa giác nằm trong một mặt phẳng chiêu thì ta có thể vẽ dạng 
thực của nó như chỉ trên hình 141. 

Giả sử cần phải xác định dạng thực của tứ giác KPWM nằm trong 
mặt phẳng chiêu đứng Q. Muôn vậy, như thây rõ trên hình 141 bên 
phải, ta có thể lây trong mặt phẳng của tứ giác hai trục tọa độ vuông 
góc nhau, có gôc, chăng hạn, ở điểm K: trục hoành (&“x“, kx) SOng song 
với mặt phẳng E, trục tung vuông góc với } (các hình chiêu của trục 
này là &“y⁄, ky), rồi vẽ đường thẳng KL (ví dụ, có thể vẽ song song với 
k“x') và đặt trên đó K! = kg, K2 = km, K3 = km“. Sau đó. trên các 
đường vuông góc với đường thằng KL ở các điểm !, 2, 3 ta đặt các 
đoạn thẳng PJ = p4, M2 = m5 và N3 = nó. Từ giác KMENP vẽ được 
như vậy sẽ là dạng thực của tứ giác đã cho. 

Khi giải nhiều bài toán, vân để hình phẳng có vị trí như thê nào đôi với các mặt 
phẳng hình chiêu có một ý nghĩa rât quan trọng. Để làm ví dụ, ta xét vân đề vẽ bôn điểm 
đặc biệt của tam giác. 

Vì việc chia đôi đoạn thẳng trong không gian ứng với việc chia đôi hình chiều của 
đoạn thẳng đó (xem mục 12), nên việc vẽ giao điểm của các đường trung tuyên của tam 
giác ! có thế thực hiện được một cách trực tiêp trên bản vẽ trong mọi trường hợp. Chỉ 


` -Á , , ` " ` ˆ .., 
- Giao điềm của các đường trung tuyên là trọng tâm của tam giác. 
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HÌNH 142. HÌNH 143. 


cần (hình 142) vẽ các trung tuyên trên mỗi hình chiêu của tam giác và xác định giao điểm 
của chúng. Chẳng hạn, chỉ cần vẽ hai hình chiêu của một trung tuyên (ví dụ đ¿, 4 đ') và 
một hình chiêu của trung tuyên thứ hai (ví dụ Ö⁄2'); theo giao điểm z⁄ của ø# và b⁄“e, ta 
tìm được điểm ?z trên ad. 

Cũng có thế chỉsvẽ một trung tuyên của tam giác rồi xác định trên đó điểm A⁄ dựa 
thco tính chât đã biêt (nó chia mỗi trung tuyên theo tỷ sô 2: ]). 

Vẽ giao điểm của ba dhrường cao ! và cửa ba đư'Èng trung trự'c ? của tam giúc liên quan 
đền việc vẽ các đường thẳng Vưông góc nhan. 

Trong mục I5 đã chỉ ra những điều kiện để các đoạn thẳng vuông góc nhau trong 
không gian có các hình chiêu cũng là những đoạn thắng vuông góc nhau. Nêu mặt phẳng 
lam giác song song với một mặt phẳng hình chiêu (ví dụ, tam giác CÐZ# trên hình 133), 
thì bằng cách hạ các đường vuông góc từ các điểm c, Z, e lên các cạnh đôi diện với 
chúng, ta sẽ được hình chiêu của các đường cao. Nhưng nều mặt phẳng của tam giác là 
mặt phẳng thường thì ta không thể làm như vậy. 

Trong trường hợp đặc biệt, khi một cạnh của tam giác song song với mặt phẳng 
H và một cạnh khác song song với mặt phẳng E (hình 143). thì bằng cách vẽ Œƒ vuông 
gÓc với 4“ và be vuông góc với ae, ta sẽ được CF.L 4B và BE L 4C trong không 
gian; giao điểm của các đường cao ở đây sẽ được vẽ mà không cần phương pháp gi 
đặc biệt. 

Trong trường hợp tông quát, để vẽ trên bản vẽ chiêu những đường thăng vuông 
góc người ta phải dùng các phương pháp riêng sẽ được trình bày về sau. 

Vẽ giao điểm cửa các dường phân giác của một tam giác 3 cũng chỉ có thể làm (rong 
những trường hợp đặc biệt của vị trí tam giác đôi với các mặt phẳng hình chiêu. Điều 
này được cắt nghĩa bởi việc chia đôi hình chiều của một Bóc nào đây ứng với Việc chia 
đôi góc ầy trong không gian chỉ trong trường hợp khi các cạnh của góc đã cho nghiêng 
đều với mặt phẳng hình chiêu (xem mục 1$). 

_ 


_ Trực tâm của tam giác. 
Ý Tâm vòng tròn ngoại tiềp. 


° Tâm vòng tròn nội tiềp. 
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HÌNH 144 


Khi vẽ các hình chiều của một da giác nào đây cần phải lưu ý sao cho điều 
kiện tât cả mọi điểm của hình đã cho cùng thuộc một mặt phẳng không bị 
phá vỡ. — » 

Trên hình 144 cho toàn bộ hình chiêu bằng của ngũ giác 48CĐE 
và hình chiêu đứng chỉ của ba đỉnh: z, ở và ¿. bên phải của hình 
144 cho cách vẽ hình chiêu hai đỉnh còn lại của ngũ giấc: c và #. Muôn 
cho các điễm Œ, Ð nằm trong mặt phẳng xác định bởi ba điểm 4, Ö, 
E thì chúng phải thuộc những đường thằng nằm trong mặt phẳng này. 
Những đường thăng này là các đường chéo 4C, 4D và BE mà hình 
chiêu bằng của chúng có thể vẽ được. Trên hình chiêu đứng của ngũ 
giác, ta chỉ có thê vẽ j“z. Nhưng các giao điệm K và M của các đường 
chéo phải thuộc mặt phẳng của ngũ giác, hình chiêu bằng của những 
điểm này (# và mm) đã có và hình chiêu đứng của nó sẽ có được ngay vì 
chúng phải nằm trên đường thẳng ở“. Theo hai điểm này ta vẽ được 
hình chiêu đứng #&“ và mm của hai đường chéo còn lại; những 
đường thằng chửa c và # được xác định theo các hình chiêu bằng của 
chúng. 

Một hình tròn mà mặt phẳng của nó song song với một mặt phẳng 
hình chiêu nào đó sẽ được chiêu lên mặt phằng ây không biên dạng 





HINH l14ã. 
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(xem hình 140, ở đó hình tròn nằm trong mặt phẳng bằng). Nêu mặt 
phẳng hình tròn vuông góc với mặt phẳng hình chiêu thì trên mặt 
phăng này hình tròn được chiêu thành một đoạn thắng bằng đường 
kính hình tròn. : 

Nhưng nều hình tròn nằm trong mặt phẳng hợp-với mặt phẳng hình 
chiêu một góc nhọn d nào đó thì hình chiều của hình tròn là một hình 
được gọi là hình eÌp. | 

Người ta cũng gọi elip là đường cong giới hạn một hình elip: nêu 
hình elip là hình chiêu của một hình tròn thì đường elip là hình chiêu 
của một vòng tròn. Về sau khi nói về elip ta sẽ hiểu đó là hình chiêu của 
vòng !ròn, 

Elip thuộc vào sô những đường cong được gọi là đường cong bậc 
hai. Phương trình của những đường cong này trong hệ tọa độ Đêcác 
là phương trình bậc hai. Đường cong bậc hai cắt một đường thẳng 
ở hai điểm. Sau này ta sẽ gặp các đường parabôn. hypecbôn cũng là 
những đường cong bậc hai. | 

Có thê xem elip như một vòng tròn «co lạm, như thây thây trên 
hình 145, bên trái. Giả sử trên bán kính Øð ta đặt đoạn thắng Óð,, 
có chiều dài 6, với b < a (tức là nhỏ hơn bán kính đường tròn). Bây 
giờ, nêu ta lây trên vòng tròn một điểm K bât kỳ và vẽ qua K một 
đường thằng vuông góc với 4\4,, cắt 4,4; ở M, rồi đặt trên 
KM điềm K, sao cho Ä⁄K,:4K-—b:a, thì điểm Ấ, cũng sẽ 
thuộc elip. Có thể biên đôi như vậy mỗi điểm của đường tròn thành 
một điểm của elip theo cùng một tỷ sô ö:a. Vòng tròn được co đều. 
Khi đỏ, đường cong mà vòng tròn biên thành sẽ là elip. Tỷ sô ø: z gọi 
là hệ sô co của elip. Nêu ð lớn dần tới z thì elip càng rộng dần và khi 
b = a thì nó trở thành vòng tròn. 

Ta nhắc lại (từ giáo trình vẽ kỹ thuật ở phổ thông): 
l) đoạn thẳng Á\A; = 2a gọi là trục lớn của elip, 

2) đoạn thăng Z,?8;, = 2Ù gọi là trục nhỏ của elip, 

3) trục lớn và trục nhỏ của elip vuông góc nhau, 

4) giao điểm của hai trục gọi là /đn của clip, 

5) đoạn thằng nôi hai điểm của elip và đi qua tâm clip gọi là đường kính của elip. 

6) các điểm 4,4,, B,B, gọi là các đính của elip. 

7) elip đôi xứng so với các trục và với tâm của nó, 

8) elip là quỹ tích những điểm mà tổng khoảng cách của chúng đên hai điểm u 
F; đã cho (hình 145, bên phải) có cùng một giá trị 2a (chiều dài của trục lớn). 

Xem xét hình 146 ta thây rằng, khi quay vòng tròn quanh đường 
kính 4,4; một góc ơ, đường kính này vì song song với mặt phẳng 

HÏ nên trên hình chiêu bằng giữ nguyên chiều dài và trở thành trục lớn 
của clip (xem hình 146, bên phải). Còn-đường kính B.B, được 
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g'=ai0; 


Ù; 





HÌNH 146 


quay một góc ơ với mặt phẳng HỨ, nên chiêu lên #7 bị rút ngắn: 
b,b, = b¿b,.cosơ. Tỷ sö này tương ứng với tỷ sô của các 
trục của elip. tức là với hệ sô co của nó. 

Nêu trong vòng tròn ta vẽ hai đường kính vuông góc nhau bât kỷ 
thì trong hình chiêu, tức là trong đường elip (hình 146, bên phải), hình 
chiêu của những đường kính như vậy của vòng tròn là những đường 
kính của elip có tên gọi là những đường kính /iên hợp. Nêu trong vòng 
tròn (hinh 146, bên trái) ta vẽ, ví dụ, dây my song song với 
đường kính ¿ƒ thì đường kính cđ sẽ chia dây này (và mọi dây song 
song với nó) làm hai phần bằng nhau. Dĩ nhiên, trong elip (xem hình 
146, bên phải) tính chât này được bảo toàn: đường kính eđ chia dây 
my, song song với đường kính øƒ liên hợp với eđZ làm hai phần 
bằng nhau. Hai đường kính của elip mà dường này chía đôi những đây 
song song với đường kia là hai đường kính liên hợp. 





HINH 147. 
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HÌNH 148. HÌNH 149. 


Những đường kính liên hợp của elip không vuông góc nhau, trừ 
các trục của elip, cũng là một cặp đường kính liên hợp. 


Ta nhắc lại, làm thê nào để vẽ elip theo các trục của nó (hình 147, bên trái). Việc vẽ 
được thực hiện nhờ hai vòng tròn đồng tâm bán kính z (bán trục lớn) và ô (bán trục 
nhỏ). Nêu vẽ một bán kính bât kỳ Øm, và các đường thẳng my. em tương ứng 
song song với trục nhỏ và trục lớn của elip thì giao điểm của những đường này là điểm 
m thuộc elip. Thực vậy, 

Ho Oec  b 


Bằng cách vẽ một sô bán kính và lặp lại cách vẽ nói trên ta sẽ được một s6 điểm 
của clip. 

Sau khi vẽ được một điểm nào đó của clip ta có thể vẽ được ba điểm nữa nằm đöi 
xứng với điểm tìm được so với các trục và với tâm của elip. 

Trên hình 147, bên phải, chỉ cách vẽ các tiêu điểm của elip: cắt trục lớn bằng cung 
tròn tâm Ö, bán kính bằng nửa trục lớn Ø4, ta được các điểm #\, Ƒ;„ là các 
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tiêu điểm của elip. Bằng cách vẽ góc #}K”, với K là một điểm bât kỳ của elip, rổi vẽ 
các đường phân giác của nó, ta được tiêp tuyên và pháp tuyền (KN) của elip tại điểm K. 


Làm thê nào để vẽ các trục của clip, nều biêt các đường kính liên hợp của nó? 

Giả sử ta có hai nửa đường kính liên hợp Ca, C? (hình 148). Để vẽ các trục của elip: 

[) Quay một trong các nữa đường kính liên hợp. ví dụ, C một góc 90° theo hướng 
gần lại nửa dường kính kia (dên vị trí Cô); 

2) Vẽ đoạn thẳng øø; và chia nó làm hai phần bằng nhau; 

3) Từ £& vẽ vòng tròn bán kính &C; 

4) Kéo dài đường thắng xác định bởi z6; đền cắt vòng tròn này ở các điểm 
D và È) 

5) Vẽ đường thẳng ĐC, ta được hướng trục lớn của elip; 

6) Vẽ EC — hướng trục nhỏ của clip; 

7) Đặt C1 = aE ta trục lớn; 

8) Đặt C3 = aD-— nửa trục nhỏ; 

9) Đặt C2 = C¡i, C4 = C3, C5 = Ca, Cố = CD. 

Có thể vẽ elip qua tám điểm /, a, 3, b, 2, 5, 4, 6 hay vẽ theo trục lớn và trục nhỏ của 
nó như đã chỉ trên hình 147. 

Vậy. bằng cách vẽ các đường thắng CD và CE ta được hướng của trục lớn va trục 
nhỏ của clip; điểm z thuộc elip chia đường kính ED thành hai đoạn thẳng, trong đó một 
đoạn (z#) bằng bán trục lớn của elip và đoạn kia œÐ bằng bán trục nhỏ. Nêu (hình I49) 
chọn các trục tọa độ x và y tương ứng theo các đường thẳng CD. CE và từ điểm a vẽ 
đường thẳng ađ vuông góc với CD, thì các tọa độ của điểm a có thể được biêu diễn như 
sau: 





X„= aE cosu, y„= aD sind. 


Từ đó: 

xế z5 
CN -E “+ 
(aE)°  (aD)? 





= coS? 0 + sin?ơ = Ì. 


Đó là phương trình của đường clip, ở đó a# là bán trục lớn và aÐ — bản trục nhỏ. 


Trên hình 146 đã chỉ cách vẽ hình chiêu bằng của vòng tròn nằm trong mặt phăng 
chiêu đứng và nghiêng với mặt phẳng //. Bây giờ, giả sử trong một mặt phẳng như vậy 
có một clip với các bán trục là z và ». Hình chiêu của nó đôi khi có thể là một vòng tròn 
có đường kính bằng trục nhỏ của clip. Điều này xảy ra khi góc giữa mặt phẳng chứa elip 
và mặt phẳng Hí thỏa mãn hệ thức cos ơ = /ø (hình 150). Hình tròn này sẽ là hình chiêu 
của một loạt elip nêu thay đôi góc ơ và kích thước z và giữ nguyên b. Ta tưởng tượng có 
một mặt trụ tròn xoay có trục thằng đứng (hình 151). Những tiềt điện xiên của trụ này sẽ 
là những elip có trục nhỏ bằng đường kính của mặt trụ. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 20, 2l 


I. Trên đồ thức, một mặt phẳng chiêu đứng đi qua một đường thẳng thường được 
biểu diễn như thê nào? 

2. Vẽ như thê nào các hình chiêu của trọng tâm tam giác? 

3. Hình chiêu của hình tròn có thê là hình gì tùy theo vị trí mặt phẳng của nó đồi 
với mặt phẳng hình chiêu? 
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Chương IV 


Vị trí trơng đôi của hai mặt phẳng, 
của đường thắng và mặt phẳng 


22. Tổng quan về vị trí tương đôi của hai mặt phẳng, của 
đường thăng và mặt phẳng 


Hai mặt phẳng có thê song song nhau hay cắt nhau. 

Ta xét trường hợp các mặt phẳng song song nhau. Nêu các mặt 
phẳng P và Q song song nhau (hình 152) thì luôn luôn có thể vẽ trong mỗi 
mặt phẳng hai đường thắng cắt nhau sao cho hai đường thẳng của mặt 
phẳng này tương ứng song song với hai đường thắng của mặt 
phẳng kia. 

Đó là dâu hiệu cơ bản để xác định các mặt phẳng có song song 
nhau hay không. Có thê dùng, chẳng hạn, các vêt của mặt phẳng đề 
làm những đường thẳng như vậy: nêu hai vêt cắt nhau của một mặt 
phẳng mà song song với các vêt cùng tên của mặt phẳng thứ: hai thì hai 
mặt phẳng song song nhau (hình 153, ờ đây P,J/Q„ P,//0,). 

Trên hình 154 vẽ hai mặt phẳng chiêu đứng song song nhau cho 
bởi các tam giác 48C và DEF. Sự song song của chúng được xác định 
bởi sự song song của các hình chiêu đứng a⁄“cˆ và #e/ƒ?. Nêu biểu diễn 
các mặt phẳng này bằng các vêt của chúng trên V và #7, thì cũng như 
trên hình 153, các vêt đứng sẽ song song nhau, các vêt bằng cũng song 
song nhau. Dĩ nhiên, nêu biêt các mặt phẳng song song là các mặt 
phằng chiêu đứng thì trên đồ thức có thể chỉ cần vẽ các vêt đứng của 
chúng, như chỉ ở sau, trên hình 166 (7;,//7;,,). Đôi với các mặt 
phẳng song song là mặt phẳng chiêu bằng, trong những trường hợp 
tương tự, chỉ cần vẽ các vêt bằng của chúng là những đường thẳng 
song song nhau. 





HÌNH 152, HÌNH I33. 
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HÌNH 154. HỈNH 155. 


Xét trường hợp các mặt phẳng cắt nhau. Nêu các mặt phẳng cho 
bởi các vệt thì đễ dàng thây: nêu có một cặp vêt cùng tên của chúng cắt 
nhau thì các mặt phẳng ây cắt nhau. Ví dụ, trên hình I55, P,//O, 
nhưng P, và @, cắt nhau: hai mặt phẳng P và Ó cắt nhau. 

Đó là đôi với các mặt phẳng được cho bởi các vê! cắt nhau. Nhưng 
nêu hai mặt phẳng có vêt đứng và vêt bằng song song với trục x thì 
chúng có thê cắt nhau hay song song nhau. Để xét vị trí tương đôi của 
những mặt phẳng như vậy, có thể vẽ vẽt thứ ba: nêu vêt của chún ø trên 
mặt phẳng hình chiêu thứ ba cũng song song thì các mặt phẳng song 
song nhau (hinh I5: (O,//JR, (@,//R, và O,J/R,) nêu 
các vêt thứ ba cắt nhau thì các mặt phăng cắt nhau (hình 157) !. 

Như vậy, vân đề về vị trí tương đôi của hai mặt phằng cho bởi các 
vê đã được giải quyêt. Nêu các mặt phẳng được cho không phải bởi các 
vê mà bằng những cách khác và muôn biêt chúng cắt nhau hay không 
thì, nói chung, cẩn phải có sự' vẽ phụ nào đây. Các ví dụ về việc vẽ như 
vậy sẽ cho ở sau. 

Bây giờ ta xét vị trí tương đôi của đường thắng và mặt phẳng. 
lrong không gian, đường thẳng và mặt phẳng có các vị trí tương đổi 
như sau: 

4) đường thẳng nằm trong mặt phẳng, 
b) đường thẳng cắt mặt phẳng, 
©) đường thẳng song song với mặt phăng. 
| Nêu trên đồ thức không thể xác định được ngay vị trí tương đôi 
Của đường thắng với mặt phẳng thì cần có động tác vẽ phụ đề chuyến 

_ Hiện nhiên, với thứ tự của vị trí các vềL song song với trục x như ở đây: R, 

ÓC R/, ,— các mặi phẳng không thể song song nhau và việc vẽ các vẽt R„ và 


Ó, là không cần thiêtL. 
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HÌNH 186. HÌNH 147. 


việc xét vị trí tương đôi của đường thẳng và mặt phẳng sang việc xét vị 
trí tương đôi của đường thắng đã cho với một đường thăng phụ trợ 
nào đây. Cụ thể là (hình 158) qua đường thẳng 4 vẽ một mặt phẳng 
phụ trợ bât kỳ Š cắt mặt phẳng đã cho ? theo giao tuyên M⁄N. Xét vị 
trí tương đôi của 4ð với MN. 

Ba trường hợp có thê xảy ra: 

1) Đường thằng 4N trùng với đường thắng 4ð: đường thắng 4ð 
thuộc mặt phằng ; „Ã | 

2) Đường thằng Ä⁄N cắt đường thẳng 48: đường thẳng 44 cắt 
mặt phẳng P. | 

3) Đường thẳng Ä⁄N song song với đường thẳng 4ð: đường thẳng 
AB song song với mặt phẳng P. 

Vậy phương pháp để xác định vị trí trơng đôi của đường thẳng và 
mặt phẳng như: sau: _ 

1) qua đường thắng đã cho dựng một mặt phẳng phụ trợ và vẽ giao 
tuyên của mặt phẳng này với mặt phẳng đã cho: 

2) xét vị trí tương đôi của đường thẳng đã cho với đường thẳng giao 
tuyên vừa vẽ được. Kêt quả thu được sẽ xác định vị trí tương đôi của 
đường thắng và mặt phẳng đã cho. 

Để xét vị trí tương đôi của đường thẳng và mặt phẳng ta đã dùng 
phương pháp mặt phẳng phụ trợ' là phương phắp thường được dùng 





HỈÌNH I58. 
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khi giải những bài toán liên quan đên vị trí tương đôi giữa các mặt hay 
giữa đường cong và các mặt. 

Mặt phẳng phụ trợ thường được chọn sao cho việc vẽ được đơn 
giản nhât. Có thê xây ra trưởng hợp là nhữ ng mặt phẳng bằng, mặt 
phẳng mặt, mặt phẳng chiêu bằng, mặt phẳng chiêu đứng thông 
thường có thê dùng làm mặt phẳng phụ trợ rât thuận lợi lại hoàn toàn 
không dùng được hoặc dùng nó sẽ làm cho việc vẽ phức tạp hơn so 
với việc dùng các mặt phẳng thường để làm mặt phẳng phụ trợ. Cho 
nên khi giải các bài toán cần phải chọn các mặt phẳng phụ trợ sao cho 
việc vẽ đơn giản nhât. 


23. Giao điểm của đường thẳng với mặt phẳng vuông øóc với 
một hay hai mặt phẳng hình chiêu 


Mặt phẳng vuông góc với một mặt phẳng hình chiều sẽ được chiều 
lên mặt phẳng hình chiều thành một đường thắng. Đường thẳng này 
(hình chiều của mặt phẳng) phải chứa hình chiều tương ứng của giao 
điểm của một đường thắng bât kỳ với mặt phẳng dã cho. 

Trên hình 159, hình chiêu đứng k“ của giao điểm của đường thẳng 
4B với mặt phẳng CDE được xác định nhờ giao điểm của các hình 
chiêu z“ và cZ, vì mặt phẳng đã cho chiêu lên ƒ thành một đường 
thắng. Có k“ ta xác định được vị trí của hình chiêu &. Vì đường thẳng 
AB theo hướng từ K đền Ø nằm dưới mặt phẳng tam giác nên trên đổ 
thức một phần của hình chiêu bằng vẽ bằng nét đứt. 

Trên hình 160, vêt đứng của mặt phẳng 7 là hình chiêu đứng của 
nó. Hình chiêu &“ được xác định nhờ giao của hình chiêu #j với 
VỐY 7 

Trên hình Ió1 cho ví dụ vẽ hình chiêu của giao điểm của đường 
thăng với mặt phẳng chiêu bằng. 


Đề hình biểu diễn thêm trực quan, những hình chiêu của các đoạn thẳng cắt mặt 
phẳng được vẽ một phần bằng nét đứt, phần kia bằng nét liền theo những quy ước và 
kêt luận sau đây: 








1 





q 
HÌNH 41s 


k - 
e HỈÌNH ló60. HINH lót. 
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HÌNH 162. 


1. Quy ước mặt phẳng đã cho là đục (không trong suöt), mọi điểm và đường, đù là 
nằm trong góc tư thứ nhât, mà nằm phía sau mặt phẳng đôi với người quan sát đều xem 
là khuá:. Điểm và đường được xem là /háy nêu chúng nằm cùng một bên với người 
quan sát. Người quan sát được xem là đứng trong góc tám thứ nhât và ở xa vô cùng đôi 
với mặt phẳng hình chiêu tương ứng. 

2. Đoan thẳng thầy được vẽ bằng nét liền, còn đoạn thắng khuât——bằng nét đứt. 

3. Khi đường thẳng cắt mặt phẳng, một phần của đường thẳng trở thành khuât đôi 
với người quan sát. Giao điểm của đường thẳng với mặt phẳng là ranh giới thây khuât 
của đường thẳng. 

4. Luôn luôn có thể chuyên việc xét thầy, khuât của các đường thành việc xét thầy, 
khuãt của các điểm. Ở đây không những điểm có thể bị mặt phẳng che khuât mà điểm 
cũng có thể bị điểm khác che khuât (xem hình 87). 

5, Nêu có nhiều điểm cùng nằm trên một dường thẳng chiêu thì chỉ một diễm (rong 
chúng là diễm thây: 

a) đôi với mặt phẳng —— đó là điểm xa ;# nhât; 

b) đôi với mặt phẳng đó là điểm xa ƒ nhât; 

c) đôi với mặt phẳng W— đó là điểm xa W nhât. 

6. Nêu đổ thức có trục hình chiêu, thì để xét tính thây khuât của các điểm cùng nằm 
trên một đường thẳng chiêu người ta dùng khoảng cách từ các hình chiêu tương ứng 
của chúng đền trục hình chiêu: 

a) đôi với mặt phẳng //, điểm thây là điểm có hình chiêu đứng xa trục x nhât; 

b) đôi với mặt phẳng E, điểm thây là điểm có hình chiêu bằng xa trục x nhât; 

c) đôi với mặt phẳng H⁄, điểm thây là điểm có hình chiêu bằng nằm xa trục y nhât. 

Nêu bản vẽ không có trục hình chiêu thì làm như thê nào? Ta xem hình 162. Các 
điểm 7 và 2 của hai đường thắng chéo nhau cùng nằm trên một đường thắng chiêu 
vuông góc với mặt phẳng ý, các điểm 3 và 4 cùng nằn: trên một đường thăng chiêu 
vuông góc với mặt phẳng HH. 

Giao điểm của hình chiêu bằng của hai đường thẳng đã cho là các hình chiêu (trùng 
nhau của hai điểm, một là điểm 4 thuộc đưẻ ờng thẳng 4#, một là điểm 3 thuộc đường 
thẳng CD. Vì 3⁄3 > 4⁄4, nên điềm thây đôi với mặt phẳng # là điểm 3 thuộc đường 
thăng CD, còn điểm Z bị điểm 3 che khuât, 

Cũng như vậy, giao điểm của các hình chiêu đứng của hai đư ờng thắng 48 và CD 
là các hình chiêu trùng nhau của hai điểm 7 và 2, trong đó điểm ¿ thuộc đường thẳng 
4B, điểm 2 thuộc đường thắng CD. Vì 71 > 22 nên đôi với mặt phẳng E, điểm thầy là 
điểm ¡ và nó che khuât điểm Ã 

Phương pháp này là tổng quát, dùng cho cả trường hợp bản vẽ có trục hình chiều. 
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24. Vẽ giao tuyên của hai mặt phẳng 


Đường thắ ng giao của hai mặt phẳng hoàn toàn xác định bởi hai 
dipm chung của hai mặt phẳng. Ví dụ, đường thẳng K,K; 
(hình 163) là giao của hai mặt phẳng: mặt phẳng cho bởi tam giác 48C 
và mặt phẳng QÓ cho bởi hai đường thăng DE và DF. Ở đây, K, và 
K, là giao điểm của các đường thẳng 4ð và AC với mặt phẳng Ó, 
nên Kị, K; thuộc cả hai mặt phẳng. 

Do đó, /rong trường hợp chung, để vẽ giao tuyên của hai mặt phẳng 
ta cần tìm hai điểm bât kỳ thuộc cả hai mặt phẳng. Đường thẳng vẽ qua 
hai điểm tìm dược là giao tuyên cần vẽ. 

Đề tìm mỗi điêm như vậy thường ta phải thực hiện các động tác vẽ 
phụ. Nhưng nêu như trong hai mặt phẳng cắt nhau ây có một mặt 
phẳng là mặt phẳng chiêu thì việc vẽ các hình chiêu của giao tuyên trở 
nên đơn giản. Ta bắt đầu với trường hợp này. 

Trên hình 164 đã vẽ giao của hai mặt phẳng, trong đó một mặt 
phăng (cho bởi tam giác DEF) là mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng 
. Vì tam giác DEƑ được chiêu lên W thành đường thẳng (#Zƒ), nên 
hình chiêu đứng của đoạn thẳng giao của hai tam giác là đoạn thẳng 
k¡k; thuộc đoạn đƒ. Việc vẽ tiêp theo thây rõ trên hình vẽ. 

Một ví dụ khác cho trên hình 165. Mặt phẳng chiêu bằng Š cắt mặt 
phẳng tam giác 48C. Hình chiêu bằng của giao tuyên của hai mặt 
phẳng là đoạn thắng zz: được xác định trên vêt 4$. 

Bây giờ ta xét frường hợp tổng quát của việc vẽ giao tuyên của hai 
mặt phẳng. Giả sử mặt phẳng thứ nhât là P cho bởi hai đường thẳng 
cắt nhau và mặt phẳng thứ hai là Ó cho bởi hai đường thắng song 
song. Cách vẽ được chỉ trên hình 166. Giao của hai mặt phẳng P và 
@ là đường thắng K lu, la việt là P x Q = K,Ẩ.. 

Để xác định các điểm K&\, K; ta dùng hai mặt phụ trợ là những 
mặt phẳng chiêu đứng (7¡ và 7;) cắt cả P và O. Khi cắt các mặt 
phẳng P và Q bởi mặt phẳng 7; ta được các đường thẳng giao 





HÌNH 1ø. 
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HÌNH 164 HA HỈNH 165. 


tuyên là 7⁄2, J2 và 3⁄4. 3—4. Những đường thắng này cùng nằm 
trong mặt phẳng 7¡, cắt nhau tại K,, xáo định một điểm của giao 
tuyên P và Ó. 

Mặt phẳng 7; cắt các mặt phẳng P và Ó theo các đường thẳng 
56, 5—6 và 78”, 7—#8. Những đường thăng này cùng thuộc mặt 
phẳng 7;, cắt nhau ở điểm K;, xác định điểm thứ hai của giao 
tuyên P và Ơ. 

Sau khi vẽ được các hình chiêu #q và &k;, ta tìm k¿ và 
k, trên các vêt TỊ, và 7;, Các đường thắng kjo, 
kị k; là các hình chiêu của giao tuyên cần tìm của P và O (các 
hình chiêu được vẽ bằng những nét đứt). 

Trong khi vẽ cần chú ý: vì những mặt phẳng cắt phụ trợ 7¡ và 7, 
song song nhau nên sau khi có các hình chiêu 7 2 và 3—4, đề vẽ các 
hình chiêu 5— 6 và 7—-đ chỉ cần xác định cho mỗi đường một điểm, ví 
dụ điểm 5 và điểm ớ, vì 5—6/J1—-2 và 7—-8JJ3—4. 


Trong cách vẽ ở trên ta đã dùng các mặt phẳng chiêu đứng làm các mặt phẳng phụ 
trợ. Dĩ nhiên có thê dùng các mặt phẳng khác, chẳng hạn, cả hai là mặt phẳng chiều 
bằng, hoặc một mặt phẳng chiêu bằng, một mặt phẳng chiêu đứng. Bản chât của việc vẽ 
không có gì thay đôi. Tuy vậy, có thể gặp trường hợp sau đây. Giả sử ta đã dùng hai 
mặt phẳng phụ trợ là hai mặt phẳng bằng và giao tuyên của chúng với ? và Ó là những 
đường bằng song song nhau. Nhưng, hình 167 chứng tỏ rằng các mặt phẳng P và Ó cắt 
nhau mặc dù những đường bằng của chúng song song nhau. Do đó, khi thây hình chiêu 
bằng của các đường bằng 4B và CD song song nhau và biêt rằng Ð, ơ không nhât thiệt 
là song song nhau mà có thể cắt nhau (theo một đường bằng chung của chúng), thì cần 
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cắt P và Q, chẳng hạn, bằng một mặt phẳng chiêu bằng (xem hình 167): nêu các đường 
thắng giao của P và Q với mặt phẳng phụ trợ ®S cũng song song nhau thì P và Ó là 
những mặt phẳng song song. Trên hình 167, những đường thẳng này cắt nhau ở K, do 
đó P và Q cắt nhau theo một đường thăng qua K và song song với 8A, CD, 


Nêu các mặt phẳng được cho bởi các vêt trên các mặt phẳng hình 
chiêu thì để tìm giao tuyên của chúng, ta lây giao điểm của vêt Củng tÊn 
(hình 168): đường thẳng vẽ qua các điểm này sẽ là đường thẳng chung 
của cả hai mặt, tức là giao tuyên cần tìm. 

Dĩ nhiên, sơ đồ vẽ giao của hai mặt phẳng có thể mở rộng cho cả 
trường hợp các mặt phẳng cho bởi các vêt. đây, đóng vai trò các 
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HÌNH 169. HÌNH I70. 


mặt phẳng cắt phụ trợ chính là các mặt phằng hình chiêu: 


PxH=¿„ Q x H=Q,; P, x O,= M; 
Í *P<=FfaUxŸ=Ð*xFP,sÐ =Äñ. 


Các giao điềm của các vêt cùng tên của hai mặt phẳng là các vêt của 
giao tuyên của hai mặt phẳng ây. Vì vậy, để vẽ các hình chiêu của giao 
tuyên của P và @ (hình 168) ta phải: 

1) Tìm giao điểm m của các vêt P„, và O, và giao điểm ø của 
P, và Ợ,, từ đó tìm các hình chiêu ?ø và n 

2) Vẽ các đường thăng: và mm. 

Trên các hình I69— l7l cho các trường hợp khi đã biệt hướng 
của giao tuyên. VỊ vậy, ở đây chỉ cần có một điểm của các vêt rồi vẽ 
qua điểm này một đường thắng theo hướng đã biết (tùy vị trí của các 
mặt phẳng và vêt của chúng). 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 22—-24 

I. Hai mặt phẳng có thể có những vị trí tương đôi với nhau như thê nào? 

2. Dâu hiệu song song của hai mặt phẳng là gì? 

3. Các vêt đứng của hai mặt phẳng chiêu đứng song song nhau có vị trí tương đôi 
với nhau như thê nào? 

4. Các vẽt bằng của hai mặt phẳng chiêu bằng song song nhau có vị trí tư ơng đôi 
với nhau như thê nào? 

5. Các vêt cùng tên của hai mặt phẳng song song nhau có vị trí tương đôi với nhau 
như thê nào? 

6. Nêu có hai vêt cùng tên cắt nhau thì hai mặt phẳng có cắt nhau không? 

T1 VỊ trí tương đôi của đưẻ ờng thẳng và mặt phẳng được xác định như thê nào? 


8. Giao điểm của đưè ờng thắng với mặt phẳng vuông góc với một hoặc hai mặt 
phẳng hình chiêu MượP vẽ như thê nào? 
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HÌNH 171. 


9. Điểm nào trong sô những điểm cùng thuộc một đường vuông góc với 
a) mặt phẳng 77, 
b) mặt phẳng Ƒ 
sẽ là điểm thây tương ứng trên #7 và trên Ƒ? 
I0. Giao của hai mặt phẳng, trong đó có một mặt phẳng vuông góc với mặt phẳng 
H hoặc với mặt phẳng !⁄, được vẽ như thê nào? 
II. Phương pháp chung để vẽ giao tuyên của hai mặt phẳng là gì? 


25. Giao điềm của đường thắng với mặt phẳng thường 


Muôn vẽ giao điểm của đường thẳng với mặt phẳng thường, ta 
thực hiện các bước như sau (hình IS8): 

l) Qua đường thẳng (AB) đã cho vẽ một mặt phẳng phụ Irợ' bât kỳ 
(5); 

2) Vếgiao tuyên (MN) của mặt phẳng đã cho (P) với mặt phẳng phụ 
trợ (8); 

3) Xác định giao điểm (K) của đurờng thẳng (4B ) đã cho với đường 
thắng (MN ) vừa vẽ được. 

Trên hình 172 cho cách vẽ giao điểm của đường thắng ƑK với mặt 
phẳng thường cho bởi hai đường thẳng cắt nhau 4ð và CD. 

Qua đường thẳng FK vẽ mặt phẳng phụ trợ chiêu đứng S. Sở di 
chọn mặt phẳng chiêu đứng là để cho việc vẽ các giao điểm của vêt 
đứng với các hình chiêu và eđ(# được thuận tiện. Từ 7, # ta tìm 
các hình chiêu bằng ø, ø và nhờ đó xác định giao tuyên Ä⁄A của mặt 
phẳng phụ trợ Š với mặt phẳng đã cho P. Tiêp theo, tìm giao điểm 
X của zmn với hình chiêu bằng của đường thẳng. Sau đó tìm hình chiêu 
đứng của giao điểm — điểm #⁄“. 
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Trên hình 173 cho cách vẽ giao điêm của đường thăng Ä⁄N với mặt 
phẳng cho bởi tam giác 48C. Quá trình vẽ không có gì khác với 
trường hợp đã xết trên hình 172. Mặt phẳng phụ trợ (ở đây là mặt 
phăng chiêu bằng) trong trường hợp này được xác định chỉ bằng một 
vêt 7„ vẽ qua hình chiêu ø:. Mặt phẳng 7 cắt 418C theo đường 
thắng DE. Nhưng có thể không dùng 7: hình dung mặt phẳng phụ 
trợ chiêu bằng chứa Ä⁄N, ta biêu diễn đoạn #ZD bằng các hình chiêu eđ 
và e£#. Mặt phẳng chiêu bằng vẽ qua Ä⁄N sẽ cắt tam giác theo ED. 

Giả sử trong không gian cho đường thắng và tam giác đục. Xác 
định các phần thây khuât của đường thăng Ä⁄N đôi với các mặt phẳng 
H và Ứ. 

Trên mặt phẳng 7, hình chiêu bằng của hai điểm trùng nhau tại e, 
trong đó một điểm thuộc đường thắng N (hình chiêu đứng e,) 
và một điểm thuộc cạnh 4C của tam giác (hình chiêu đứng £'°). 

Từ vị trí của các hình chiêu đứng e, và Z suy ra rằng phần KÄ⁄ 
của đường thẳng nằm phía trên tam giác, do đó trên hình chiêu bằng, 
đoạn thẳng mk thây, còn đoạn kđ khuâit. 

Trên hình chiêu đứng, hình chiêu đứng của hai điểm trùng nhau 
ở ƒ, trong đó một điểm thuộc đường thẳng Ä⁄N và một điểm thuộc 
cạnh 4 của tam giác. Từ vị trí các hình chiêu bằng /, ƒ; ta kêt luận 
phần M/K của đường thẳng 4N nằm phía sau tam giác, do đó trên 
hình chiêu đứng, đoạn thẳng /#k/ khuât và đoạn thắng k“w thây. 
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HÍNH 173. HINH l7 HÌNH l76. 


Trên hình 174— 176 cho các ví dụ vẽ giao điểm của đường thẳng với mặt phẳng 
thường biểu diễn bởi các vêt. Trong ví dụ thứ nhât, mặt phẳng phụ trợ vẽ qua 4 là mặt 
phẳng chiều bằng 5, trong ví dụ thứ hai (hình 175) là mặt phẳng bằng; điều này làm 
được vì đường thắng 4Ø trong trường hợp này là đường bằng. 

Trên hình 176, đường thẳng đã cho vuông góc với mặt phẳng 7ï. Hình chiêu bằng 
của mọi điểm của đường thẳng này trùng nhau tại một điểm. Do đó, vị trí hình chiêu 
k của giao điểm cẩn tìm của đường thẳng 4# với mặt phẳng ?P là đã biêt. Vị trí của hình 
chiêu k“ˆ được xác định nhờ một đường bằng. 


26. Vẽ giao tuyên của hai mặt phẳng theo các giao điểm của các 
đường thẳng với mặt phẳng 

Trong mục 24 đã trình bày phương pháp chung để vẽ giao tuyên 
của hai mặt phẳng bằng cách dùng các mặt phẳng cắt phụ trợ (xem 
hình 166). Bây giờ ta xét một phương pháp vẽ khác áp dụng cho các 
mặt phắn E thưỞng, Nội dụng phương pháp này là tìm giao điểm của hai 
cường thẳng của một mặt phẳng với mặt phẳng kia. Do đó cần phải biêt 
cách tìm giao điêm của đường thắng với mặt phẳng thường mà ta vừa 
trình bày trong mục 25. 

Trên hình 177 biểu diễn giao tuyên của mặt phẳng tam giác 48C 
với mặt phẳng cho bởi hai đường thẳng song song (DE/JFƑG). Cách vẽ 
dẫn tới việc xác định các giao điêm Ấ, và K; của các đường thắng 
DE và FG với mặt phẳng tam giác, rồi vẽ một đường thẳng qua các 
điểm này. Tưởng tượng là qua DE và ƑG vẽ được hai mặt phẳng 
chiêu đứng. Những mặt phẳng này cắt mặt phẳng tam giác theo hai 
đường thẳng song song. Một đường được biêu diễn bằng các hình 
chiêu 7¡— 2 và 7/2; đưè ờng thứ hai đi qua điểm #“, 3 và có hình chiêu 
bằng song song với ¡—2. m 

Sau khi xác định được kạ, &; ta suy ra &j, k; và hình 
chiêu của đoạn k,k¿. : 
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Dĩ nhiên, trong trường hợp đang xét cũng có thể dùng phương 
pháp chung (xem hình 166), nhưng phải vẽ nhiều đường hơn là đã làm 
trên hình L77. 

Trên hình 178 cho cách vẽ giao của hai tam giác ABC và DEF và 
chỉ các phần thây, phần khuât của chúng. 

Đường thắng K,K, được dựng theo các giao điểm của các 
cạnh 4C và 8€ của tam giác 48C với mặt phăng tam giác DEE. Mặt 
phẳng phụ trợ chiêu đứng vẽ qua 4C (trên hình vẽ, mặt phẳng này 
không kỷ hiệu) cắt tam giác DEF theo đường thăng có các hình chiều 
là 12⁄2 và 1——2; giao của øc và I—2 là hình chiêu bằng của giao 
điểm Ấ của đường thắng 4C với tam giác DEF, từ đó tìm điểm 
kị¡: điểm K; cũng được tìm tương tự. 

Trong các ví dụ trên các hình 177 và I7§ ta gặp vần đề chia các hình 
phẳng ra những phần thây, khuât đôi với người quan sát vì các mặt 
phẳng được xem là đục. Những phần khuât của tam giác 48C được 
diễn tả bằng các nét đứt. Cách xác định thây, khuât được làm như 
trong ví dụ xét trên hình 174. 

Trên hình 179 cho thêm một ví dụ vẽ giao tuyên của hai tam giác. 
lì đây có thê xem là tam giác 4C xuyên qua tam giác DEF hay là tam 
giác DEF xuyên qua tam giác 48C tùy chỗ xem đường rạch theo 
K,K, thuộc tam giác nào, còn trong trường hợp cho trên hinh 
178 thì vêt rạch chỉ thuộc tam giác DE# và tam giác 48C đi xuyên 
qua đó. 

Cần lưu ý một lần nữa rằng việc dùng các nét đứt thay cho các nét 
liền như trên các hình 159, 161, 164, 165, 173—— 179 là muôn làm cho 
hình vẽ thêm tính trực quan. Nêu xét một cách thuần túy hình học 
thì không có vân đề «trong », «đục», ‹thây», «khuât». Một vài quy 
ước được đưa vào, trong đó có những đường đứt là để làm tăng thêm 
tính trực quan của bản vẽ. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 25, 26 


I. Cách vẽ giao điểm của đường thẳng với mặt phẳng trong trường hợp chung 
gồm những bước nào? 

2. Cần thực hiện những động tác gì và theo thứ tự nào để vẽ điểm này (xem câu hỏi 
1)? 

3. Khi đường thẳng và mặt phẳng cắt nhau, xác định các phần thây, khuât như thê 
nào? 
— 4. Có thê vẽ giao tuyên của hai mặt phẳng như thề nào, nêu không dùng phương 
pháp chung trình bày trong mục 24? 

Š. Trong trường hợp hai mặt phẳng cắt nhau, xác định thây, khuât như thê nào? 

6. Các trường hợp xét trên các hình 178 và 179 khác nhau ở chỗ nào? 
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27. Vẽ đường thẳng và mặt phẳng song song nhau 


Cách vẽ đường thẳng song song với một mặi phẳng đã cho dựa trên 
mệnh đề đã biêt trong hình học sau đây: Đường thẳng song song với 
mặt phẳng nêu nó song song với một đường thẳng bât kỳ của mặt phẳng. 

Qua một điểm đã cho trong không øian CÓ thê vẽ vô sô đường 
thẳng song song với mặt phẳng đã cho. Muôn thu được một đường 
thẳng duy nhât, cẩn có thêm những điều kiện phụ nào đây. Ví dụ, qua 
điểm Ä4⁄ (hình 180) hãy vẽ một đường thăng song song với mặt 
phẳng cho bởi tam giác 48C và với mặt phẳng hình chiêu 7# (điều 
kiện phụ). 

Dĩ nhiên, đường thằng muôn tìm phải song song với giao của hai 
mặt phẳng, tức là phải song song với vêt bằng của mặt phẳng 48C. Đề 
xác định hướng của vêt này ta có thể dùng một đường bằng của mặt 
phẳng 4C. Trên hình 180 đã vẽ đường bằng DŒC. Đường thăng qua 
Ä⁄ và song song với đường bằng này là đường thắng muôn vẽ. 

Ta đặt bài toán ngược: qua một điểm đã cho vẽ một mặt phẳng Song 
song với một ưng thẳng đã cho. Những mặt phăng đi qua một điểm 
4 và song song với một đường thăng 8Œ hợp thành một chùm mặt 
phẳng mà trục của nó là đường thẳng đi qua 4 và song song với 8C. 
Để thu được một mặt phẳng duy nhât cần có thêm điều kiện phụ. 

Ví dụ, cần vẽ một mặt phẳng song song với đường thăng CD và đi 
qua không phải là một điểm mà là một đường thắng 4 (hình 18). 
4B và CD là những đường thắng chéo nhau. Nêu qua một trong hai 
đường thăng chéo nhau cần vẽ một mặt phẳng song song với đường 
thẳng kia thì bài toán có một nghiệm duy nhât. Trên hình vẽ, đường 
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HÌNH 182. 


thăng 8E song song với đường thăng CÐ. Hai đường thẳng ABva BE 
xác định mặt phẳng muôn vẽ. 

Làm thê nào để xác định đường thẳng đã cho có song song với mặt 
phẳng đã cho hay không? 

Có thê thử vẽ trong mặt phẳng này một đường thẳng nào đó song 
song với đường thẳng đã cho. Nêu một đường thắng như vậy không 
thê có được thì đường thẳng và mặt phẳng đã cho không song song 
nhau. 

Có thê thử tìm giao điêm của đường thăng và mặt phẳng đã cho. 
Nêu giao điểm này không có thì đường thằng và mặt phẳng đã cho 
song song nhau. 


28. Vẽ những mặt phẳng song song nhau 


Giả sử qua điểm K đã cho, cần vẽ một mặt phẳng song song với 
mặt phẳng cho bởi hai đường thẳng cắt nhau 4F và 8F (hình 182). 

Rõ ràng nêu qua K vẽ các đường thăng CX và DK tương ứng song 
song với 4F và ð8Ƒ thì mặt phẳng xác định bởi CK và DK là mặt 
phẳng muôn vẽ. 

Một ví dụ khác cho trên hình 183, bên phải. Qua điểm 4 vẽ mặt 
phẳng Ó song song với mặt phẳng P. Trước tiên qua 4 vẻ một đường 
thăng bât kỳ song 80g với mặt phẳng Đ. Ở đây, đó là đưẻ ờng bằng có 
các hình chiêu là đ và an với an/(P,. Vì N là vềt đứng của đường 
bằng 4N nên vêt đứng Ó, đi qua N và song song với Ð, còn vêt 
bằng @, đi qua Ó, và song song với P„ Hai mặt phẳng P và 
Ó song song nhau vì những vêt cùng tên cắt nhau của chúng song song 
nhau. : 

Trên hình 184 biểu diễn hai mặt phẳng song song nhau. Một mặt 
phẳng cho bởi tam giác 4C và mặt phẳng kia cho bởi hai đường 
Q7 
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thằng song Song DE và FG. Điều gì khẳng định tính chât song song của 
hai mặt phẳng này? Đó là trong mặt phẳng cho bởi hai đường thẳng 
DE và FG ta có thê vẽ hai đường thăng cắt nhau KMí và KN tương 
ứng song song với hai đường thắng cắt nhau 4C và 8C của mặt phẳng 
ABC. . 

Tât nhiên cũng có thê thử tìm giao điểm của đường thắng DE vời 
mặt phẳng tam giác 48C. Nều __— có thì hai mặt phẳng là song 
SOnØ. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 27, 28 
1. Dựa trên tính chât gì để vẽ một đường thẳng song song với mặt phẳng đã cho? 


2. Làm thê nào để vẽ qua một đường thẳng một mặt phẳng song song với một 
đường thẳng đã cho? 





HỈÌNH 184. 
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3. Tính song song của hai mặt phẳng được xác định như thê nào? 

4. Làm thê nào để vẽ qua một điểm một mặt phẳng song song với một mặt phẳng 
đã cho? 

5. Trên đồ thức làm thê nào để kiểm tra hai mặt phẳng đã cho có Xi, song nhau 
hay không? 


20. Vẽ đường thẳng và mặt phẳng vuông góc nhau 


Trong những đường. thẳng cắt mặt phẳng, ta chú ý đên đường 
thắng vuông gÓC VỚI mặt phẳng và xét các tính chât của các hình chiêu 
của đường thắng này. 

Trên hình 185 cho một mặt phẳng xác định bởi hai đường thẳng 
cắt nhau 4X và 4M, ở đây 4N là đường bằng và 4M là đường mặt 
của mặt phẳng đó. Đưẻ ờng thăng 4ð, trên cùng hình vẽ, vuông góc với 
AN và AM, do đó vuông góc với mặt phẳng ¡ ầy. 

Đường thẳng vuông góc với mặt phẳng thì vuông góc với một 
đường thẳng bât kỳ của mặt phẳng. Nhưng đề đồng thời hình chiêu 
của đường thẳng vuông EÓC VỚI mặt phẳng thường cùng vuông ØÓC 
với hình chiêu cùng tên của đường thắng bât kỳ của mặt phẳng này, 
thì đường thắng phải là đường bằng, hoặc là đường mặt, hoặc là 
đường cạnh của mặt phẳng. Vì vậy, muôn vẽ một đường thẳng vuông 
ØÓC VỚI mặt phẳng, trong trường hợp chung, trước hêt ta phải vẽ 
trong mặt phẳng hai đường thẳng như vậy kí dụ, một đường là 
đường bằng, một đường là đường mặt như đã làm trên hình 185). 

Vậy, đường thẳng vuông góc với mặt phẳng thì có hình chiêu bằng 
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vuông góc với hình chiêu bằng của đường bằng, hình chiều đứng vuông 
góc với hình chiêu đứng của dường mi, hình chiều cạnh vuông góc với 
« . ⁄^ 
hình chiều cạnh của đường cạnh của mặt phăng âÿ: 
* .^ ` = ì e© , ^¿ ` 

Hiển nhiên, trong trường hợp mặt phẳng cho bởi các vêt (hình 

À1 : ` : Ká ^ , . s - c ` 
186), ta có kêt luận sau: nêu dường thắng vuông góc với mặt phăng thì 

` *FA * ` “ ˆ , Ƒ, * ⁄A “ ¿ - k2 
hình chiêu bằng của đường thăng VUðÔHgE 80C VỚI Vếl bằng của mặt phăng, 
` ` .hA , ` ó4 ˆ , , + ˆ 71 r è - 
còn hình chiều đứng của dường thăng vuông góc Với Vẻi đúng của mặt 
è 

phăng. 

Vậy, nêu trong hệ thông E, H1, hình chiêu bằng của đường thẳng vuông góc với vêt 
bằng và hình chiêu đứng của đường thẳng vuông góc với vêt đứng của mặt phẳng thì 
tFYong trường hợp của mặt phẳng thường (hình 186) cũng như: mặt phăng chiêu đứng và 
chiêu bằng, đường thẳng sẽ vuông góc với mặt phẳng. Nhưng đôi với mặt phẳng chiêu 
cạnh thì có thế đường thẳng và mặt phẳng sẽ không vuông góc nhau mặc dầu các hình 
chiêu của đường thẳng tương ứng vuông góc với vêt bằng và vê đứng của mặt phăng. 
Vì vậy. trong trường hợp của mặt phẳng chiêu cạnh cần phải xét cả vị trí tương đôi của 
hình chiêu cạnh của đường thăng và vêt cạnh của mặt phẳng đã cho mới kêt luận được 
đường thẳng và mặt phẳng có vuông góc nhau hay không. 

Hiển nhiên (hình 187), hình chiêu bằng của đường thắng vuông góc với mặt phẳng 
trùng với hình chiêu bằng của đường dôc nhât của mặt phẳng vẽ qua chân của đường 
thắng vuông góc. | 


Trên hình 186 đã vẽ qua điểm 4 một đường thăng vuông góc với 
mặt phẳng P (zZc LP„ ae.L P,) và chỉ cách vẽ giao điểm # của 
đường thẳng vuông góc 4C với mặt phẳng P. Việc vẽ được thực hiện 
nhờ mặt phẳng chiêu bằng @ vẽ qua đường thăng vuông góc 4E. 

Trên hình 188 chỉ cách vẽ đường thẳng vuông góc với mặt phẳng 
xác định bởi tam giác 48C. Đường thăng vuông góc vẽ qua điểm 4A. 

Vì hình chiêu đứng của đường thăng vuông góc với mặt phăng 
phải vuông góc với hình chiêu đứng của đường mặt, còn hình chiêu 
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bằng của đường thẳng vuông góc phải vuông góc với hình chiêu bằng 
của đường bằng của mặt phẳng, nên trong mặt phẳng, qua điểm 44 đã 
vẽ một đường mặt z', zđ và một đường bằng zé⁄, ae. Tât nhiên 
những đường thăng này không nhât thiêt phải vẽ qua điểm 4. 

Sau đó vẽ các hình chiêu của đường vuông góc #“ L ở, 
mn L ae. Vì sao trên hình 18§ trên các đoạn a và am, các hình chiêu 
được vẽ bằng những nét đứt? Bởi vì ở đây xét cả mặt phẳng cho bởi 
tam giác 4BC chứ không chỉ có tam giác 48C: đường vuông góc nằm 
một phần ở phía trước mặt phẳng, một phần ở phía sau mặt phẳng. 

Trên các hình 189 và 190 chỉ cách dựng mặt phẳng qua điểm 44 và 
vuông góc với đường thăng ĐC. Trên hình 189, mặt phẳng biểu diễn 
bởi các vêt. Cách vẽ bắt đầu bằng việc vẽ qua điểm 4 một đường bằng 
của mặt phẳng muôn vẽ: vì vẽt bằng của mặt phẳng phải vuông góc với 
bc, nên hình chiêu bằng của đường bằng phải vuông góc với be. Vì vậy 
an L be. Hình chiêu ⁄// trục x vì 4N là đường bằng. Sau đó qua ø 
(“hình chiêu đứng của vêt đứng của đường bằng 4N) vẽ vêt 
P,.Lbc' và qua P, vẽ vêt Pul/ an (P,.L 0e). 

Trên hình 190, mặt phẳng được xác định bởi đường mặt 41 và 
đường bằng 4N. Những đường thắng này vuông góc với 8C 
(ưm Lbc„ an L be); mặt phằng xác định bởi chúng vuông góc với 
BC. 

Vì đường thẳng vuông góc với mặt phằng thì vuông góc với mỗi 
đường thẳng của mặt phẳng nên, sau khi biêt cách vẽ mặt phẳng 
vuông góc với đường thẳng, ta có thể dùng nó đề vẽ qua điểm 4 một 
đường thắng vuông góc với đường thăng thường 8C. Có thể theo 
trình tự vẽ sau đây các hình chiêu của đường thẳng muôn tìm: 
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HÌNH 191 HÌNH 192. 


1) qua điểm 4 vẽ mặt phẳng vuông góc với đường thăng ĐC; gọi 
mặt phẳng ây là Ó, 

2) xác định giao điểm K của BC với Q, 

3) vẽ đường thằng 4K. 

Hai đường thăng 4K và BC vuông góc nhau. 

Ví dụ cách vẽ cho trên hình 191. Vẽ qua điểm 4 mặt phẳng (Ó) 
vuông góc với 8C. Mặt phẳng được vẽ bằng đường mặt có hình chiêu 
đứng 7ƒ vuông góc với hình chiêu đứng #cˆ và đường bằng có hình 
chiêu bằng a vuông góc với be. Sau đó tìm giao điểm K của BC với 
mặt phăng Ó. Để làm việc này, qua C vẽ mặt phẳng chiêu bằng 
Š (trên hình vẽ, mặt phẳng này cho bởi vêt bằng $,). Mặt phẳng 
$ cắt mặt phẳng Ó theo đường thẳng 7⁄2, ¡— 2. Đường thẳng này cắt 
BC tại K. Đường thằng 4K là đường vuông góc với 8C muôn tìm. 
Thực vậy, đường thăng 4K cắt đường thăng 8C và nằm trong mặt 
phẳng Ó vuông góc với 8C, do đó 4K L BC. 


Trong mục 15 (hình 92) đã cho cách vẽ qua một điểm một đường thẳng vuông góc 
với một đường thăng. Nhưng ở đây phép vẽ được thực hiện bằng cách đưa vào hệ 
thông ƒ, H một mặt phẳng phụ ,Š để lập thành hệ thông ,S, 77 sao cho ở đó mặt phẳng 
Š song song với đường thẳng đã cho. Hãy so sánh các cách vẽ cho trên các hình 92 và 
191. 

Trên hình 192 biểu diễn một mặt phẳng thường P đi qua điểm 44 và đường thằng 
AM vuông góc với P. Đường thằng 4M cắt mặt phẳng H ở điểm 0. 

Góc d; giữa mặt phẳng P và mặt phẳng và góc œ giữa đường thẳng 4Ä⁄ và mặt 
phẳng 77 là những góc nhọn của tam giác vuông b4m, do đó ơ, + ơ = 90”. Tương tự, 
nêu ÿ¡ và B lần lượt là góc của mặt phẳng P và của đường thắng 4M với mặt phẳng 
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J thì B, + B = 90°. Từ đó suy ra rằng chỉ có thể dựng được mặt phẳng thường hợp 
với mặt phẳng H góc ơ, và với mặt phẳng V góc B, nêu 180? > ơ, + ồ, > 90. 
Thực vậy, bằng cách cộng về theo vê của œ, + œ = 90° và , + B = 90° ta được 
œẰ+,+œ+B= 180, tức là ơi +, < 180”, và vì œ+<90° (xem mục l3), 
nên ơ¿ +, >90°. Nêu ơ,+,=90°, mặt phẳng là mặt phẳng chiều cạnh. 
Nêu ơ, + j, = 180°, mặt phẳng là mặt phẳng cạnh, nghĩa là trong cả hai trường 
hợp này. mặt phẳng không phải là mặt phẳng thường mà là mặt phẳng đặc biệt. 


30. Vẽ các mặt phẳng vuông góc nhau 


Vẽ một mặt phẳng Ó vuông góc với mặt phẳng P có thể bằng hai 
cách: 

I) Vẽ mặt phẳng @ chứa một đường thẳng vuông góc với mặt 
phẳng P. 

2) Vẽ mặt phẳng Ó vuông góc với một đường thẳng nằm trong 
mặt phẳng P hay song song với P. 

Đề thu được một nghiệm duy nhât phải có thêm những điều kiện 
phụ. 

Trên hình 193 trình bày cách vẽ một mặt phẳng vuông góc với mặt 
phẳng cho bởi tam giác CDE. Điều kiện phụ ở đây là mặt phẳng muôn 
vẽ phải đi qua đường thẳng 48. Do đó, mặt phẳng muôn vẽ được xác 
định bởi đường thẳng 4 và đường thẳng vuông góc với mặt phẳng 
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của tam giác. Để vẽ đường thẳng vuông góc với mặt phẳng CDE này 
ta vẽ trong mặt phẳng một đường mặt CN và một đường bằng C. 
Sau đó vẽ đường thắng BF: nêu Ø7 .L eđø và bƒL em thì 8F L mặt 
phẳng CDE. 

Mặt phẳng tạo nên bởi hai đường thăng cắt nhau 4Ø và BF sẽ 
vuông góc với mặt phẳng CDE vì nó chứa đường thăng 8F vuông góc 
với mặt phẳng này. Trên hình 194 vẽ mặt phẳng chiêu bằng Š đi qua 
điểm K và vuông góc với mặt phẳng tam giác 45C. Ở đây, điều kiện 
phụ là sự vuông góc của mặt phăng muôn vẽ với cả hai mặt phẳng 
ABC và mặt phẳng H. Trên hình, mặt phẳng Š được vẽ vuông góc với 
một đường bằng 4Ð của mặt phẳng 4ÖC. 

Hai mặt phẳng có các vêt cùng tên vuông góc nhau thì có vuông 
góc nhau hay không? 

Một sô trường hợp hiên nhiên: 

Nêu hai mặt phẳng chiêu bằng có các vêt bằng vuông góc nhau thì 
vuông góc nhau. Cũng như vậy, hai mặt phẳng chiêu đứng có các vêt 
đứng vuông góc nhau thì vuông góc nhau. 

Xét mặt phẳng chiêu bằng Š vuông góc với mặt phằng thường 
P (hinh 195). 

Nêu mặt phẳng Š vuông góc đồng thời với ! và P thì Š vuông góc 
với giao tuyên của P và H, tức là SLP, Vì P,L®S nên P, 
vuông góc với mọi đường thẳng của S, do đó P,.L 

Vậy, sự vuông góc của các vêt bằng của một mặt phẳng thường và 
một mặt phẳng chiêu bằng là dâu hiệu vuông góc của chính những mặt 
phăng ây. 

Cũng như thê, sự vuông góc của các vêt đứng của một mặt phẳng 
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chiêu đứng và một mặt phẳng thường là dâu hiệu vuông góc của 
những mặt ây. 

Nhưng nêu những vêt cùng tên của hai mặt phẳng thường vuông góc 
nhau thì chỉnh những mặt phẳng ây không vuông góc nhau. Vì ở đây 
không có điều kiện nào trong những điều kiện đã trình bày ở phần đầu 
mục này được thỏa mãn. 

Để kêt thúc ta xét hình 196. Ở đây cả hai cặp vêt cùng tên đều 
vuông góc nhau và chính hai mặt phẳng cũng vuông góc nhau: cả hai 
đều là mặt phẳng đặc biệt— mặt phẳng cạnh Ñ và mặt phẳng chiêu 
cạnh ?. 


3i. Vẽ các hình chiêu của góc giữa đường thẳng và mặt phẳng 
và giữa hai mặt phẳng 

Nêu đường thẳng không vuông BÓC với mặt phẳng thì người ta gọi 
góc giữa đường thăng và hình chiêu của nó trên mặt phẳng là góc giữa 
dường thắng và mặt phẳng. 

Về các góc giữa đường thẳng và các mặt phẳng hình chiêu, xem 
mục l3. | 

Trên hinh 197 biêu diễn đường thăng 4ð cắt mặt phẳng P ở điểm 
D; góc ơ là góc hợp bởi đoạn thắng BD của đường thăng đã cho và 
hình chiêu Ö8„D của nó trên mặt phăng P. 





lM 
b 
GÌ h 
6) 
h 
l; 
HÌNH 197. HỈNH: 198. 
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4 


HINH 199. HÌNH 200. 


Ụ 





Việc vẽ các hình chiêu của góc giữa đường thăng 4ð và mặt phẳng 
P được thực hiện trên hình 198. Mặt phằng P cho bởi đường bằng 
(phí, ph) và đường mặt (7ƒ, ?Ø/). 

Thứ tự vẽ như sau: : 

a) Tìm giao điểm D của đường thăng 4ð với mặt phẳng P. Muôn 
vậy, qua 4Ö vẽ một mặt phằng chiêu bằng sS; 

b) Qua 4 vẽ đường thằng vuông góc với mặt phẳng ?P; 

c) Tìm giao điểm E của đường vuông góc này với mặt phẳng P. 
Đê làm việc này ta dùng mặt phẳng chiêu bằng 7; 

d) Vẽ các đường thẳng Ze' và đe, ta được các hình chiêu của AB 
trên mặt phẳng P. 

Góc đe“ và góc ađe lần lượt là hình chiêu đứng và hình chiêu 
bằng của góc giữa 4 và mặt phẳng P. 

Vẽ các hình chiêu của góc giữa đường thắng và mặt phẳng sẽ đơn 
giản khá nhiều nêu mặt phẳng đã cho không phải là mặt phẳng 
thường, vì khi đó giao điềm của đường thẳng đã cho với mặt phẳng 
được xác định ngay, không cần các động tác vẽ phụ. 

Hai mặt phẳng cắt nhau hợp thành bôn góc nhị diện. Ta giới hạn 
chỉ xét góc giữa P và @ cho trên hình 199. Để vẽ góc phẳng của nhị 
diện, ta cắt nó bằng một mặt phẳng Š vuông góc với cạnh Ä⁄N của nhị 
điện. 

Vẽ các hình chiêu của góc phẳng được thực hiện trên hình 200. Mặt 
phẳng P cho bởi tam giác AI1N, mặt phẳng @O— bởi tam giác BMN. 

a) Vẽ qua W mặt phẳng S.L N (mặt phẳng S xác định bởi đường 
mặt W#Ƒ và đường bằng N77); 

b) Vẽ giao của các mặt phẳng P và Š (đường thẳng EM); vì mặt 
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phẳng Š$ vẽ qua điêm của mặt phẳng P nên chỉ cần tìm điểm E, để 
làm điều ây ta dùng mặt phẳng phụ trợ 7; 

c) Tìm giao tuyên của các mặt phẳng @ và Š (đường thẳng NG); 
ở đây cũng chỉ cần tìm điểm ŒG (mặt phẳng phụ O). 

Điểm ẤN là đỉnh của góc phăng muôn tìm. Các góc eng và eø' lần 
lượt là hình chiêu bằng và hình chiêu đứng của góc ây. 


Trên hình 195 đã vẽ các hình chiêu của góc phẳng của góc nhị diện hợp bởi mặt 
phẳng P và mặt phẳng hình chiêu 77. Vì muôn có góc phẳng của nhị diện ta phải cắt nó 
bằng một mặt phẳng vuông góc với cạnh của nhị điện, nên muôn có góc nghiêng của mặt 
phẳng P với mặt phẳng #ƒ, ta vẽ mặt phẳng Š$ vuông góc với vêt P„ Tương tự, để có 
góc nghiêng giữa P và ⁄, ta vẽ mặt phẳng vuông góc với vêt ?, 

Trên hình 195, hình chiêu đứng của góc muôn tìm là góc œn, còn hình chiêu bằng 
của nó thì trùng với vẽt %„ Độ lớn của góc có thê được xác định bằng cách vẽ tam 
øiác vuông theo các cạnh góc vuông n và mm. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 29—31 


I. Các hình chiêu của đường thẳng vuông góc với mặt phẳng có vị trí như thê 
nào? 

2. Hình chiêu bằng của đường thằng vuông góc với mặt phẳng và hình chiêu bằng 
của đường dôc nHât của mặt phẳng vẽ qua giao điêm của đường thằng với mặt phẳng có 
vị trí tương đôi như thê nào? 

3. Làm thê nào để vẽ mặt phẳng vuông góc với một đường thẳng đã cho (qua một 
điểm thuộc đường thẳng và qua một điểm ngoài đường thẳng)? 

4. Vẽ như thê nào một đường thẳng đi qua một điểm và vuông góc với một 
đường thằng thường (nhờ mặt phẳng vuông góc với đường thằng và nhờ cách đưa vào 
hệ thông W, #7 một mặt phăng hình chiêu phụ)? 

5. Làm thê nào để vẽ các mặt phẳng vuông góc nhau? 

6. Trong những trường hợp nào sự vuông góc của một cặp vêt cùng tên của hai 
mặt phẳng sẽ tương ứng với sự vuông góc của chính những mặt phẳng? 

7. Trong hệ thông E, H1, trong trường hợp nào sự vuông góc của hai mặt phẳng 
được thể hiện: bằng sự vuông góc của các vêt đứng? bằng sự vuông góc của các vêt 
bằng? 

§. Những mặt phẳng thường có vuông góc nhau hay không nều các cặp vẽt cùng 
tên của chúng vuông góc nhau? 

9. Góc giữa đường thẳng và mặt phẳng là gì? Và cần thực hiện những động tác 
nào để vẽ các hình chiêu của góc ây trên bản vẽ? 

I0. Cần thực hiện những động tác nào để vẽ trên bản vẽ các hình chiêu của ĐÓC 
phẳng của một nhị diện đã cho? 
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Chương V 
Các phép thay mặt phẳng hình chiêu và phép 
quay 


32, Đưa các đường thăng và hình phăng về vị trí 
đặc biệt đôi với các mặt phẳng hình chiêu 


Việc cho các đường thắng và hình phẳng ở vị trí đặc biệt đôi với 
các mặt phẳng hình chiêu (xem mục 11, 19) sẽ làm đơn giản rât nhiều 
việc dựng và giải những bài toán, và đôi khi cho phép thu được lời giải 
hoặc trực tiêp theo đổ thức đã cho hoặc nhờ các phép vẽ đơn giản. 

Chẳng hạn, việc xác định khoảng cách từ điểm 4 đên mặt phẳng 
chiêu bằng (hình 201) cho bởi tam giác CĐ trở thành việc vẽ 
đường vuông góc từ hình chiêu bằng a đên hình chiêu bằng 2d. Khoảng 
cách muôn tìm xác định bởi đoạn thắng 4È. 

Các phương pháp trình bày trong chương này cho khả năng đưa 
các đường thẳng và hình phẳng trong hệ thông V, ÖỞƒ từ các vị (rí bât kỳ 
đền các vị trí đặc biệt cũng trong hệ thông V, H hay trong một hệ thông 
phụ. : 

Điều này sẽ được thực hiện bằng cách: 

I) Đưa vào các mặt phẳng hình chiêu phụ sao cho đường thằng 
hay hình phẳng vẫn không thay đỗi vị trí trong không gian trở thành 
có vị trí đặc biệt trong hệ thông hình chiêu mới (phép thay mặt phẳng 
hình chiều). 

2) Thay đối vị trí của đường thăng hay hình phẳng bằng cách quay 
quanh những trục nào đó để đường thằng hay hình phằng có vị trí đặc 
biệt đôi với hệ thông các mặt phăng hình chiêu cũ (phép quay và phép 
gập— trường hợp đặc biệt của nô). 





HỈNH 201. ũ 
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Việc đưa vào hệ thông Ƒ⁄, #⁄ các mặt phẳng hình chiêu phụ đã xét 
ở mục 8, các ví dụ vẽ trong các hệ thông phụ đã trình bày ở mục I3 và 
I5. Bây giờ ta xét vần đề này một cách chi tiêt hơn. 


- 


33. Phép thay các mặt phẳng hình chiêu ! 


Khái niệm chung. Thực chât của phép thay các mặt phẳng 
hình chiêu ? là vị trí của các, điêm, đường cong, hình phẳng, các mặt 
vẫn giữ nguyên không thay đổi trong không gian, mà đưa vào hệ 
thông Ƒ, những mặt phẳng hợp với W hay hợp với H hay hợp với 
nhau thành những hệ thông hai mặt phẳng hình chiêu vuông góc mới. 

Mỗi hệ thông mới được chọn sao cho việc giải những bài toán đặt 
ra được thuận lợi nhât. 

Trong nhiều trường hợp để có được hệ thông mặt phẳng hình 
chiêu cần thiêt thường chỉ cần đưa vào một mặt phẳng, ví dụ S.L H 
hay 7.L Ứ; khi đó Š là mặt phẳng hình chiêu bằng, 7 là mặt phẳng 
hình chiêu đứng. Nêu đưa vào một mặt phăằng hình chiêu, Š hay 7, chưa 
đủ cho phép giải được bài toán thì lần lượt cần đưa vào hệ thông mặt 
phẳng hình chiêu cơ sở những mặt phẳng hình chiêu mới: ví dụ, đưa 
vào mặt phẳng ,Š_L Hj ta được hệ thông mới thứ nhât S, ;,, sau đó 
chuyên từ hệ thông này sang hệ thông mới thứ hai bằng cách đưa vào 
mặt phẳng 7'.L S, khi đó mặt phẳng 7 là mặt phẳng thường trong hệ 
thông cơ sở E, . Như vậy, việc chuyền lần lượt được tiên hành từ hệ 
thông V, H qua hệ thông trung gian ®S, Hj đên hệ thông ®S, 7. 

Nêu với các mặt phẳng ,Š và 7 vân đề vẫn không được giải quyêt 
hoàn toàn thì có thể chuyển sang hệ thông mới thứ ba bằng cách đưa 
vào thêm một mặt phẳng nữa vuông góc với 7. 

Khi vẽ trong hệ thông mặt phẳng hình chiêu mới cần phải tuân 
theo những điều kiện về vị trí của người xem đã được thiệt lập đôi với 
hệ thông các mặt phẳng V và #ƒ (xem mục 7). 


Ta sẽ ký hiệu các trục hình chiêu dưới dạng phân sô bằng cách xem 
nét gạch giữa nằm trên trục này; tên các mặt phẳng hình chiêu được 
viêt như tử sô và mẫu sô của phân sô, mỗi chữ nằm về phía của trục có 
chứa hình chiêu tương ứng. 





Ta dùng mộit tên gọi phố biên «thay các mặt phẳng hình chiêu». nhưng thực ra 
các mặt phẳng hình chiêu vẫn giữ nguyên mà chỉ đưa vào các mặt phẳng hình chiêu phụ. 

? Phép thay mặt phẳng hình chiêu được I.I. Xômôp trình bày lần đầu tiên bằng 
tiêng Nga trong giáo trình «Hình học họa hình», 1862. Sau đó vần đề này được viêt chi 
tiÊt và sâu sắc hơn trong các công trình của V.I. Cuôcđiumôp. ` 
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HÌNH 202. HÌNH 201. 


Đưa vào hệ thông F, H một mặt phẳng hình chiêu 
phụ. Trong sô lớn trường bọn, mặt phẳng phụ được đưa vào hệ 
thông , H đề làm mặt phăằng hình chiêu phải được chọn nhằm những 
mục đích xác định. Vị dụ trên hình 77, để xác định độ dài thực của 
đoạn thắng 4ð và góc nghiêng giữa 48 và mặt phẳng ;, mặt phẳng S 
được chọn vuông góc với H (hợp thành hệ thông Š, #) và song song 
với 4Ö. 

Cũng như vậy, trên hình 202, với mục đích xác định ĐÓC giữa đoạn 
thẳng CD và mặt phẳng E, mặt phẳng 7 được chọn vuông góc với 
và song song với đường thăng CD (trục 7JW/Jcở'). 

Ngoài góc muôn tìm, đồng thời xác định được độ dài thực của 
đoạn thằng CD (được biểu diễn bởi đoạn thẳng c„‡). 


Trường hợp biếu diễn trên hình 203, mặt phẳng Tược chọn hoàn toàn phụ thuộc yêu 
cầu và giả thiết của bài toán: xác định dạng thực của tam giác 48C. Mặt phẳng của tam 
piác A4.8C vuông góc với mặt phẳng E. 

Đề biểu điễn không biên dạng tam giác ta phải đưa vào hệ thông W/H mặt phẳng 
phụ thỏa mãn hai yêu cầu: 7L V (để hợp thành hệ thông V, 7) và 7//ABC (để biểu diễn 
không biên dạng tam giác 4C). 

Trục hình chiêu mới VỊT được vẽ song song với #c”/. Đề vẽ ab,c„ từ trục 
hình chiêu mới đặt các đoạn thẳng bằng khoảng cách từ các điểm a, b, e tới trục UJH. 
Hình thực của tam giác 4C được biểu diễn bởi hình chiêu mới a,e, của nó. 

Trên hình 204 cho ví dụ, trong đó việc chọn mặt phẳng phụ Ó, khống bắt buộc mà 
có thể là mặt phẳng chiêu bằng hay chiêu đứng hay chiêu cạnh tùy ý, miễn sao việc vẽ 
hình chiêu mới thuận tiện. Nội dung bài toán là: Vẽ các hình chiêu của giao điểm của hai 
đường cạnh 4ð và CD cùng nằm trong mặt phẳng cạnh 1. Trên hình vẽ, mặt phẳng hình 
chiêu phụ là mặt phẳng chiêu bằng ÓO. 

Vị trí tương đôi của các hình chiêu mới 4z„„ và cđk xác định vị trí tương 
đôi của các đường thắng đã cho: trong trường Hợp này, các đường thẳng cắt nhau. 
Hình chiêu của giao điểm trên mặt phẳng Ó là k„. Từ đó ta tìm các hình chiêu &, &. 


! Việc các đường thắng 4B và CD cắt nhau thây rõ từ vị trí của các điểm 
*c Ai, Cụ do, 
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Bằng cách đưa vào mặt phăng hình chiêu phụ ta có thể, chẳng hạn, 
biên đổi đồ thức sao cho một mặt phằng thường đã cho trong hệ 
thông V/H trở thành mặt phẳng chiêu trong hệ thông mới. | 

Trên hình 205 cho ví dụ đưa vào mặt phẳng phụ ®Š sao cho mặt 
phẳng thường cho bởi tam giác 4ÖC trở thành mặt phẳng chiêu 
đứng. Làm thê nào để được như vậy? Trong tam giác 48C vẽ đường 
bằng 4D. Một mặt phẳng vuông góc với 4D sẽ vuông góc đồng thời 
với ABC và với H (vì 4D/JH). Mặt phẳng Š thỏa mãn điều kiện ây. 
Tam giác 48C chiêu lên mặt phẳng Š thành đoạn thăng bc, Nêu 
mặt phằng cho bởi các vêt (hình 206) thì phải vẽ Š vuông góc với vêt 
bằng P„. Sau đó vẽ ÿêt của mặt phẳng P trên mặt phẳng S. Vì PL S, 
nên hình chiêu của một điểm bât kỳ của P lên ,Š đều thuộc giao tuyên 
của P với 3Š, tức là thuộc vêt P,. Trên hình 206 đã lây một điểm 
N trên vêt P, và vẽ hình chiêu ứø. của nó (ni = rmn). Vềt P, là 
đường thẳng đi qua điểm này và giao điểm của vêt ?, với trục S/H. 

Trên hình 205 và 206 đồng thời thu được góc nghiêng ơ của các 
mặt phẳng đã cho với mặt phẳng H. 

Trên hình 207 đưa vào mặt phẳng 7 vuông góc đồng thời với V và 
với mặt phẳng 4BC (muôn vậy trục W/7 phải vẽ vuông góc với hình 
chiêu đứng của một đường mặt của mặt phẳng). B là góc nghiêng của 
mặt phẳng 4ĐC với mặt phẳng E. 

Đưa vào hệ thông V, H hai mặt phăng hình chiêu 
phụ. Ta xét cách đưa vào hệ thông Ƒ, H hai mặt phẳng hình chiêu 
phụ trong ví dụ sau đây: 

Giả sử cần làm cho một đường thẳng thường đã cho trong hệ 





HÌNH 204. HÌNH 205. 
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HỈÌNH 206 ® HÌNH 207. C 


thông E, H trở thành vuông góc với một mặt phẳng hình chiêu phụ. 
Có thể làm được như vậy bằng cách chỉ đưa vào một mặt phăng hình 
chiêu phụ hay không? Không. Bởi vì một mặt phẳng vuông góc với 
một đường thẳng thường trong hệ thông V, H cũng là một mặt phẳng 
thường trong hệ thông ƒ, H, tức là không vuông góc với cả H và cả E. 
Và vì vậy điều kiện để đưa vào mặt phẳng hình chiêu phụ đã khôn 
được thỏa mãn (xem chương H, mục Š). | 
Làm thê nào vẫn bằng cách dùng phép thay mặt phằng hình chiêu 
mà khắc phục được trở ngại này? Cần thực hiện theo trình tự sau đây: 
chuyển từ hệ thông E, # sang hệ thông S, H với S.L H và S//4ð, sau 





HỈNH 208. 
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đó chuyển sang hệ thông S, 7 với 7'.L $ và 7.L 4 (hình 208). Đồ thức 
tương ứng cho trên hình 209. Công việc dẫn đên việc vẽ lần lượt các 
hình chiêu ø, và ø, của điểm 4, Ð, và b, của điểm Ø. Đường 
thăng thường trong hệ thông ƒ, ⁄ chuyển qua bước trung gian Song 
song với mặt phẳng phụ thứ nhât S trở thành vuông góc với mặt 
phẳng hình chiêu phụ 7. Vì mặt phẳng Š song song với x18 nên khoảng 
cách từ các điểm 44 và 8 đền mặt phẳng ,Š bằng nhau và được biểu diễn, 
chẳng hạn bởi đoạn a2. Lây. trục S/7 vuông góc với ab, (điều này 
ứng với trong không gian mặt phẳng 7 vuông góc với đường thăng 
4ð) và đặt đoạn z,3 bằng z2, ta được hai hình chiều trùng nhau 4, 
và ,—điều ắt phải có nêu 48 1 T:. ; 
._ lrên hinh 210 cho ví dụ xác định hình thực của tam giác 48C. 
Ở đây cũng đã đưa vào hai mặt phẳng hình chiêu phụ, nhưng theo 
trình tự sau: Š.L H và SL ABC, rồi 7.L ŠS và 7//4BC. Bước kêt thúc 
là vẽ mặt phẳng 7 song song với mặt phẳng 4C (vì cần xác định hình 
thực của tam giác 4C). Bước trung gian là vẽ mặt phẳng phụ 
3 vuông góc với mặt phẳng 48C. Bước trung gian này lắp lại cách vẽ 
đã chỉ trước đây trên hình 205. Trong bước kêt thúc trên hình 210, 
trục 5/7 được vẽ song song với c,zð,, tức là mặt phẳng 7 được 
vẽ song song với mặt phẳng 48C, do đó hình chiêu a,b,, biểu 
diễn hình thực của tam giác. 





HÌNH 209. HÌNH 210. ũ, 
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§$ 793 


Như vậy trong ví dụ này, để có được mặt phẳng ABC song song 
với mặt phẳng 7, trước hêt cần phải cho mặt phăng 48C vuông ĐÓC 
với mặt phẳng S. Ngược lại, trong ví dụ trên hình 209, để có được 
đường thẳng 4 vuông góc với 7; trước hêt phải cho 4Ö song song 

VỚI 1Š. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 32, 33 


I. Các phép biên đổi đồ thức nào được xét trong chương Ƒ? 

2. Sự khác nhau cơ bán của những phương pháp ây là gì? 

3. Phép «thay mặt phẳng hình chiêu» là gì? 

4. Mặt phẳng hình chiêu § được đưa vào để lập thành hệ thông S, 7ƒ phải có vị trí 
như thê nào trong hệ thông I⁄ HỦj? 

5. Khi chuyên lần lượt từ V, H qua S, đền Š, 7, mặt phẳng hình chiêu 7 chiêm vị 
trí như thê nào trong hệ thông E, /Ủ!? 

6. Làm thê nào để xúc - định chiều dài của đoạn thẳng và góc của đường thắng với 
các mặt phẳng V và ! bằng cách đưa vào các mặt phẳng hình chiêu phụ? 

7. Cần phải đưa vào hệ thông Ứ, H bao nhiêu mặt phẳng phụ để xác định được 
dạng thực của một hình mà mặt phẳng của nó vuông góc với mặt phẳng HH hoặc với mặt 
phẳng E? 

8. Cần phải đưa vào hệ thông V, #ƒ bao nhiêu mặt phẳng phụ và theo trình tự nào 
để cho một đường thẳng thường đã cho trở thành vuông góc với một mặt phẳng hình 
chiêu phụ? : 


0, Cũng câu hỏi như vậy để xác định hình thức của một hình mà mặt phẳng của nó 
là mặt phẳng thường? 


34. Những khái niệm cơ bản của phép quay ! 


Khi quay một hình quanh một đường thằng cô định nào đây (rục 
quay), mỗi điềm của hình sẽ di chuyển trong mặt phằng vuông góc vỚI 
trục quay (mặt phẳng q⁄4}) theo một hình tròn có tâm là giao điểm của 
trục quay với mặt phẳng quay (âm quay), bản kính của vòng tròn 
bằng khoảng cách từ điểm đên tâm quay (bán kính qu4}). Những điểm 
của hình mà nằm trên trục quay thì không di chuyên trong khi quay. 

Trục quay có thê là đã cho hay được chọn. Trong trường hợp sau 
nên chọn trục quay vuông góc với một mặt phẳng hình chiêu để cho 
việc vẽ được đơn giản. 

Thực vậy, nêu trục quay vuông góc, chẳng hạn, với mặt phẳng 
ý thì mặt phẳng quay của các điểm sẽ song song với W và do đó, các 


°V,1. Cuôcđiumôp đã trình bày chỉ tiết phép quay trong «Giáo trình hình học họa 
hình» ở phần nói về các hình chiêu thăng góc. 
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HÌNH 211. 


quỹ đạo của điểm được chiêu lên Wƒ không biên dạng và chiêu lên 
H thành những đoạn thằng (hình 211): 


35. Phép quay một điểm, một đoạn thẳng, một mặt phẳng 
quanh một trục vuông góc với mặt phẳng hình chiêu 


Quay quanh một trục đã cho. 

1. Giả sử cần quay điểm 4 quanh một trục vuông góc với mặt 
phẳng ; (hình 212). 

Qua 44 vẽ mặt phẳng 7 vuông góc với trục quay và do đó, song 
song với mặt phẳng H. Khi quay, điểm A vẽ trong mặt phẳng 7 một 
vòng tròn bán kính #® có độ dài bằng độ dài của đường vuông góc hạ 
từ 4 xuông trục quay. Vòng tròn này được chiêu lên mặt phẳng 
H không biên dạng. Vì mặt phẳng 7 vuông góc với mặt phẳng V nên 
hình chiêu của các điêm của vòng tròn lên ƒ nằm trên 7'„ tức là trên 
đường thẳng vuông góc với hình chiêu đứng của trục quay. Đồ thức 
cho trên hình 212 bên phải: vòng tròn do điểm 4 vẽ nên khi nó quay 
quanh trục được chiêu không biên dạng lên j thành vòng tròn tâm 





HỈNH 212. HỈNH 213 
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ke 





qy 
HÌNH 214, 


O với bán kính & = øa; trên mặt phẳng ƒ, vòng tròn này được biêu 
diễn bởi đoạn thắng bằng 2Â. 

Trên hình 213 biểu diễn phép quay điểm 4 quanh một trục vuông 
sóc với mặt phẳng ƒ. Vòng tròn do điểm 4 vẽ nên được chiều không 
biên dạng lên V thành vòng tròn tâm ø“ có bán kính RÑ = øz. Trên mặt 
phẳng H, vòng tròn này được chiêu thành đoạn thăng bằng 2Ñ. 

Từ các hình 212 và 213 ta thây rõ rằng khi quay một điệm quanh 
một trục vuông góc với một mặt phẳng hình chiêu, một hình chiêu của 
điểm quay chạy trên đường thắng vuông góc với hình chiêu của trục. 
quay. 


Trên hình 214 chỉ cách quay một điểm 4 đi một góc ơ ngược chiểu kim đồng hồ 
quanh một trục đi qua điểm Ó và vuông góc với mặt phẳng J. Điểm Z, hình chiêu đứng 
của điểm 4, chạy theo chiều quay trên cung tròn tương ứng với góc ơ có tâm là ø“ và bản 
kính bằng øZ đên vị trí mới là á. 





HÌNH 215. : HỈNH 216. 
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2, Bây giờ ta xét phép quay một đoạn thắng quanh một trục (chiêu 
bằng) đã cho. Quay đoạn thắng 4B (hình 215) đên vị trí 4;ĐÖ,. 
Công việc trở thành quay các điểm 4, 8 một góc ơ theo hướng đã cho. 
Quỹ đạo của các hình chiêu đứng của các điểm này là những đường 
thăng vẽ qua ø, Ö“ và vuông góc với hình chiêu đứng của trục quay. 

Vị trí mới của hình chiêu bằng của điểm 41 (điểm 4,) thu được 
bằng cách quay bán kính øø đi một góc ơ. Đề tìm điểm b¿, (vị trí hình 
chiêu bằng của điểm Ö sau khi quay), ta vẽ cung tròn bán kính øở và 
trên đó đặt dây ?, bằng dây 72, điều đó ứng với việc quay điểm 
B cũng đi một góc bằng ơ. 

Sau đó, qua ø¡, ñ¡ vẽ các đường dóng cho cắt các quỹ đạo của 
hình chiêu đứng, ta được các điểm zjủ¿/ Các đoạn thắng 
œb¿ Và œP, xác định vị trí mới của hình chiêu đứng và 
hình chiêu bằng của đoạn thẳng 4Ø sau khí quay đền vị trí 4;ZÖ\. 
Các tam giác bo và đ,b¿o (hình 215) vì có các cạnh bø và ao 
tương ứng bằng các cạnh ?;ø, và đo, các góc giữa chúng cũng 
bằng nhau, nên là những tam giác bằng nhau. Do đó, a6 = ajÖ\, 
tức là độ đài của hình chiêu bằng của đoạn thẳng không thay đôi khi quay 
nó quanh một' trục vuông góc với mặt phẳng H. 

Kêt luận như vậy cũng đúng đôi với hình chiều đứ*ng của đoạn thắng 
khi quay nó quanh một trục vuông góc với mặt phẳng V. 

Trong các tam giác bằng nhau 4ø và a/b¿o (hình 215), các 
đường cao, chăng hạn, vẽ từ ø đên 4b và a,b, cũng bằng nhau. 

Những kêt luận trên cho ta phương pháp sau đây để vẽ các hình 
chiêu mới của đoạn thằng khi quay nó quanh một trục đi một góc đã 
cho (hình 216). Qua điểm oø vẽ đường thẳng vuông góc với 4ð, cắt ab 
ở điểm c. Quay e đi một góc đã cho đên c¡ và qua c¡ vẽ đường 
thẳng vuông góc với øc,, ta được hướng của vị trí mới của hình 
chiêu bằng của đoạn thằng. Vì các đoạn thẳng ca và cb không thay đôi 
độ lớn trong khi quay, nên bằng cách đặt từ c¡ các đoạn thẳng 
ca = ca, c¿=cb ta được vị trí mới øj, của hình chiêu 
đoạn thẳng. Cách tìm vị trí mới của hình chiêu đứng 
vẫn như cũ. - 

Phương pháp vừa trình bày không những cho phép quay một 
đoạn thẳng đi một góc đã cho mà còn cho phép xác định được góc mà 
ta cần quay một đoạn thăng đã cho đề đưa nó đền vị trí cần thiêt (ví dụ 
đưa nó đên song song mặt phẳng '). 

3. Quay một mặt phẳng quanh một trục đã cho là quay các điêm và 
đường thẳng của nó quanh trục ây. 

- Ví dụ cho trên hình 217. Quay tam giác 4ÖC đi một góc đã cho 
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HỈNH ^I1?7 HÌNH 218. 


ơ theo hướng cho bởi mũi tên đên vị trí 4,B,C). Cách vẽ tương 
tự như trên hình 215, ở đó quay hai điểm 41, Ö, còn ở đây quay ba 
điểm 4, 8, € và do đó, quay toàn bộ hình. Các tam giác abc và 
a¿bạc, bằng nhau: khi trục quay vuông góc với mặt phẳng 77, 
hình chiêu bằng không thay đổi độ lớn. Từ đó suy ra góc nghiêng của 
mặt phẳng 4ĐC đôi với mặt phẳng /ƒ cũng không thay đổi nêu trục 
quay vuông góc với mặt phẳng 7ï. Tương tự, khi quay hình phẳng 
quanh một trục vuông góc với mặt phẳng V thì góc nghiêng của nó với 
mặt phẳng ƒ và độ lớn của hình chiêu đứng của nó cũng không thay 
đôi. 

Khi quay mặt phẳng cho bằng vêt, thường ta quay một vêt và một 
đường bằng (hay đường mặt) của mặt phẳng. Ví dụ cho trên hình 218: 
quay mặt phẳng thường P một góc ơ quanh một trục vuông góc với 
mặt phẳng H. Trên vêt P, ta lây một điểm gần với trục quay nhât— 
điểm a (oa L P,), giông như trên hình 216 ta lây điểm c. Sau đó 
quay điểm z đi một góc œơ đên vị trí ø. Qua a, vẽ đường thẳng 
vuông góc với øa;, ta được vêt bằng của mặt phẳng ở vị trí mới. 

Để tìm vêt đứng của mặt phẳng sau khi quay, ngoài điểm P,, 
trên trục x ta phải tìm thêm một điểm nữa của vêt. Muôn vậy, trong 
mặt phẳng P ta vẽ đường bằng z, øƒ cắt trục quay (zý đi qua hình 
chiêu bằng của trục quay). Dĩ nhiên có thê lây một đường bằng bât kỳ. 
Vì ở vị trí mới, đường bằng của mặt phẳng vẫn song song với vêt 
bằng, nên chỉ cần vẽ qua ø một đường thẳng song song với ?,,, ta 
được vị trí mới của hình chiêu bằng của đường bằng. Hình chiêu đứng 
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của đường bằng không thay đôi, vì vậy ta có ngay vêt đứng mới của 
đường bằng—— điểm ø¡ và vêt đứng của mặt phằng (P,). 

Quay quanh một trục đã chọn. 

Trong một sô trường HỢP, trục quay có thê chọn để cho việc vẽ 
được đơn giản. Chẳng hạn đề quay một đoạn thẳng, ta chọn trục quay 
đi qua một mút của đoạn thẳng. Khi đó, vì thuộc trục quay, điểm này 
sẽ không thay đổi trong khi quay và để quay đoạn thẳng ta chỉ cần xác 
định vị trí mới của hình chiêu của một điệm nữa thôi — vị trí của mút 
thứ hai. 

Trên hình 219 cho ví dụ để quay đoạn thẳng 4, trục quay được 
chọn vuông góc với mặt phẳng 7 và đi qua điểm 44. Trên hình vẽ, đoạn 
thăng được quay đên song song với mặt phẳng ƒV. Hình chiêu bằng 
của nó ở vị trí mới vuông góc với đường dóng az“. Tìm điểm 6; 
và vẽ b,, ta được hình chiêu đứng của đoạn thẳng 4 sau khi 
quay. Đoạn thẳng zb¿ biểu diễn độ dài của đoạn thẳng 48. Góc 
a'b,b bằng góc giữa đường thẳng 4Ø và mặt phẳng H. 

Nêu muôn xác định góc nghiêng của một đường thăng thường với 
mặt phẳng ƒ thì phải lây trục quay vuông góc với mặt phẳng V và 
quay đường thẳng đên song song với mặt phẳng H. Đề nghị bạn đọc 
thực hiện phép quay này. 

Nêu quay mặt phẳng cho bằng vẽt và có thê chọn trục quay thì hợp 
lý nhât là lây trục quay thuộc mặt phẳng hình chiều, khi đó việc vẽ sẽ 
đơn giản. Ví dụ cho trên hình 220— giả thiệt là trục quay phải vuông 
góc với mặt phẳng 7. Nêu lây trục quay trong mặt phẳng V thì trên vêt 
P, sẽ có một điểm OÓ «cô định» (tại giao điểm của nó với trục quay). 
Vêt đứng của mặt phẳng sau khi quay phải đi qua điểm này. Do đó, 
khi có vị trí vêt bằng (P„,) sau khi quay, ta vẽ được ?,„, qua điểm 





HÌNH 219, 
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F F 
HÌNH 220. HÌNH 221. 


P., và điểm ø“. So với hình 218, ở đây đơn giản hơn vì không cần 
quay đường bằng. Nó chỉ cần trong trường hợp điểm P,, ở ngoài 
phạm vi bản vẽ. Nhưng trong trường hợp như vậy, trên hình 2I8§ cần 
phải vẽ hai đường phụ trợ. 

Trên hình 221 chỉ cách quay một mặt phẳng thường về vị trí chiêu 
bằng và xác định góc nghiêng của mặt phẳng P với mặt phẳng Ứ.- 
Tương tự có thể quay P quanh một trục vuông ØÓC VỚI H để đưa về vị 
trí chiêu đứng và xác định góc nghiêng của nó với mặt phẳng H. 5o 
sánh các mặt phẳng trước và sau khi quay ta nhận thây rằng góc hợp 
giữa các vêt P, và P, trên đổ thức nói chung là thay đỗi. 


Nêu tưởng tượng có một mặt nón tròn xoay đỉnh ở Ø, đáy nằm trong mặt phẳng 
H trên hình 220 và nằm trong mặt phẳng V trên hình 221 và mặt phẳng P tiêp xúc với 
nón, thì phép quay mặt phẳng ? quanh mộit trục trùng với trục của mặt nón sẽ giồng 
như «trượt» mặt phẳng ? quanh mặt nón. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 34, 35 


I. Phép quay là gì? 

2. Mặt phẳng quay của một điểm là gì và nó có vị trí như thê nào đôi với trục 
quay? 

3. Tâm quay của một điểm khi quay nó quanh một trục là gì? 

4. Bán kính quay của một điểm là gì? 
Những câu hỏi sau đây liên quan đên phép quay quanh một trục vuông góc với mặt 
phẳng hình chiều: 

5. Các hình chiêu của một điểm di chuyển như thê nào? 

6. Hình chiêu nào của đoạn thẳng không thay đổi độ dài của nó? 

7. Phép quay mặt phẳng được thực hiện như thê nào: 

a) mặt phẳng không biếu điễn bằng vêt, 
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b) mặt phẳng biểu diễn bằng vềU 
$. Trong trường hợp nào, khi quay, góc nghiêng của đường thẳng đồi với 
a) mặt phẳng 77, 
b) mặt phẳng E 
không thay đổi? 
9. Cũng câu hỏi như vậy đôi với mặt phẳng 1#. 
I0. Có thế dùng phép quay để xác định chiều dài của đoạn thẳng và góc nghiêng 
của nó đôi với mặt phẳng J và mặt phẳng 7 không? 
II. Có thể dùng phép quay để xác định góc nghiêng của một mặt phẳng đôi với mặt 
phẳng Ƒ và mặt phẳng 77 không? ' 
12. Có thẻ chọn trục quay ở vị trí thuận lợi nào khi quay: 
a) đoạn thắng, | 
b) mặt phẳng biểu diễn bằng vêU 


36. Ứng dụng phép quay quanh một trục vuông góc với các mặt 
phẳng J hay 7# mà không chỉ rõ trục quay trên đồ thức 


Ở' trên (xem mục 39) ta đã thầy rằng khi quay một đoạn thắng hay 
một hình phẳng quanh một trục vuông góc với mặt phằng hình chiêu 
thì hình chiêu của chúng trên mặt phẳng này không thay đổi cả về hình 
đạng và độ lớn, mà chỉ thay đỗi vị trí của hình chiêu đôi với trục hình 
chiêu. Còn đôi với hình chiêu kia — trên mặt phẳng song song với trục 
quay, thì mọi điểm của hình chiêu này (dĩ nhiên, trừ hình chiêu các 
điểm nằm trên trục quay) di chuyển theo những đường thẳng song 
song với trục hình chiêu, và nói chung, hình chiêu sẽ thay đôi về hình 
đạng và độ lớn. Lợi dụng những tính châầt này ta có thể thực hiện phép 
quay, không cần vẽ hình biểu diễn của trục quay, không cần xác 
định độ lớn của bán kính quay mà chỉ cần, bằng cách giữ nguyên hình 
-đạng và kích thước của một hình chiêu của hình được xét, di chuyên 
nó đền vị trí cần thiêt rồi theo đó vẽ hình chiêu kia theo cách đã làm 
ở trên. Ví dụ, cần quay đoạn thắng 44 (hình 222) đên vị trí vuông góc 
với mặt phẳng 7. Ta bắt đầu quay nó quanh một trục vuông góc với 
mặt phẳng 7# đên vị trí song song với mặt phăng , nhưng trên đồ 
thức không chỉ rõ trục quay này. Vì trong phép quay này, độ dài hình 
chiêu bằng của đoạn thắng không thay đôi, nên ta lây hình chiêu 
4b, bằng øb và đặt nó song song với trục x; làm như vậy là để cho 
đoạn thẳng trở thành song song với mặt phẳng V. 

Sau khi tìm được hình chiêu tương ứng của đoạn thẳng 
(a,b,), ta thực hiện phép quay thứ hai quanh (rục vuông góc 
với mặt phẳng V đề đưa 4ð vuông góc với mặt phẳng 7/. Trên bản vẽ 
cũng không biếu diễn trục quay này. Chỉ đặt hình chiêu a;Ö; 
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HỈÌNH 223, 


bằng a\Ö\, vuông góc với trục x. Hình chiêu bằng của đoạn 
thẳng được biểu diễn bởi một điểm ký hiệu là a;”;. 

Như vậy, các phép vẽ vừa thực hiện tương ứng với các phép quay 
quanh các trục vuông góc với các mặt phẳng hình chiêu mà không chỉ 
rõ các trục quay. Dĩ nhiên ta có thể tìm các trục quay này. Chăng hạn 
vẽ các đường trung trực của các đoạn thẳng đa, bồy. Giao điểm 
của chúng cho ta hình chiêu bằng của trục quay vuông góc với mặt 
phẳng . Nhưng rõ ràng điều ây không cần thiết. 

- Trên hình 223 chỉ hai bước quay tam giác 4BC nằm trong một mặt 
phẳng thường để tìm hình thực của tam giác. Ở vị trí cuôi cùng, mặt 
phẳng 4BC song song với mặt phằng H, nên zZ;Ö;c; biểu diễn 
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HỈÌNH 224. b' 


hình thực của tam giác. Nhưng để có vị trí này trước tiên phải quay 
mặt phẳng (thường) chứa tam giác cho nó trở thành vuông góc với 
mặt phẳng V. Và muôn vậy, ta lây một đường bằng của A 48C rồi 
quay tam giác sao cho đường bằng này vuông góc với mặt phẳng E. 
Muôn cho đường bằng trở nên vuông góc với mặt phằng V, hình chiêu 
ab,ce, có thê đặt ở vị trí tùy ý, miễn sao cho hình chiêu bằng 
a\l¡ của đường bằng song song với hướng của đường dóng Z2 
(trên đồ thức không có trục hình chiêu). Phép quay này là phép quay 
quanh trục vuông góc với mặt phẳng H, nên hình chiêu bằng của tam 
Biác giữ nguyên hình dạng và độ lớn (zjÖ¡c, = a0€), chỉ thay 
đôi vị trí. Trong phép quay ây, các điểm 4, 8, C di chuyên trong những 
mặt phẳng song song với H. Các điểm ðb/¿ z¿, c( nằm 
trên các đường dóng nằm ngang b'BỊ, a'di, đi 

Trong phép quay thứ hai đề đưa tam giác về song song với mặt 
phẳng ;/, trục quay vuông góc với mặt phẳng ƑE. Ở đây, hình chiêu 
đứng giữ nguyên hình dạng và kích thước. Các điểm 44, ÖB,, €, 
thu được sau bước quay thứ nhât di chuyên trong những mặt phẳng 
song song với ƒ; các điểm ø;  „ c¿ nằm trên các đường dóng 
nằm ngang với các điểm 4a, b, éị. 

Phép quay trình bày trên có ưu điểm: thứ nhât, phép vẽ đơn giản; 
thứ hai, các hình chiêu không chồng lên nhau. Tuy nhiên, bản vẽ chiêm 
một diện tích lớn 1. 


Một ví dụ nữa về phép quay không chỉ rõ trục quay cho trên các hình 224 và 225. 
Ở đây chỉ các phép quay liên tiêp đề đưa một hình lập phương về vị trí sao cho 
đường chéo 4# của nó trở thành vuông góc với mặt phẳng E. 





: Phép quay không chỉ rõ trục quay này còn có tên là «phép dời hình song song các 
mặt phẳng hình chiêu». 
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HÌNH 225. 


Trước tiên ta quay quanh trục vuông góc với mặt phẳng #ï đề đưa hình lập phương 
về vị trí mà đường chéo 48 trở thành đường cạnh (hình 224). 

Sau đó quay hình lập phương sao cho đường chéo trở thành vuông góc với mặt 
phẳng L (hình 225). Điều này đạt được bằng cách quay hình lập Pha quanh một 
trục vuông góc với mặt phẳng M/1!. 


37. Phép quay các điểm, đường thằng, mặt phẳng quanh một 
trục song Song với mặt phẳng hình chiêu và quanh vêt của 
mặt phẳng 


Phép quay một hình phẳng quanh đường bằng của 
nó. Đề xác định hình dáng và kích thước của một hình phẳng, ta có 
thể quay hình phẳng quanh một đường bằng của nó để đưa hình 
phẳng về vị trí song song với mặt phẳng HH. 

Trước hêt ta xét cách quay một điểm (hình 226). Khi quay một 
điểm Ø quanh một trục nằm ngang Øz nào đó, điềm Ö sẽ vạch nên một 
cung tròn. Mặt phẳng Š của cung tròn vuông góc với trục quay, do đó 
là một mặt phẳng chiêu bằng. Hình chiêu bằng của cung tròn do Ö vẽ 
nên phải nằm trên vêt $%. 

Khi bán kính Óð đền vị trí O, song song với mặt phẳng # thì 
hình chiêu ø, sẽ bằng O\, tức là bằng độ dài thực của bán kính 
O8. 

Trên hình 227 cho phép quay tam giác 45C quanh trục quay là 
đường bằng 4D. Điềm 44, vì nằm trên trục quay, không thay đỗi trong 

L Khi đó, hình chiêu của khôi lập phương trên mặt phẳng ƒ (hình 225) trùng với 
hình biểu diễn của nó trong hình chiêu đẳng trắc vuông góc đã học ở giáo trình vẽ kỹ 
thuật ở trung học. 
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khi quay. Do đó, để vẽ hình chiêu bằng của tam giác sau khi quay ta 
chỉ cần tìm vị trí hình chiêu của hai đỉnh nữa của nó. Từ ö hạ đường 
vuông góc xuông ađ ta được điểm ø— hình chiêu bằng của tâm quay 
và đoạn thẳng ob——hình chiêu bằng của bán kính quay của điểm ỞÖ. 
Sau đó tìm điểm ø— hình chiêu đứng của tâm quay và đoạn thẳng 
ø“b“— hình chiêu đứng của bán kính quay của điểm Ö. Bây giờ cần xác 
định độ dài thực của bán kính quay của điểm 8. Muôn vậy, ta dùng 
phương pháp đã chỉ rõ ở mục:13, tức là vẽ tam giác vuông øðÖ với các 
cạnh góc vuông là øð và b8 = ð“1“. Cạnh huyền của nó bằng bán kính 
quay muôn tìm. Bây giờ ta có thê tìm vị trí của ð, và sau đó của điểm 
c¡ mà không cần xác định bán kính quay của điểm Œ. VỊ trí của Ôy. 
xác định bởi giao điểm của hai đường thẳng, trong đó một đường là 
đường vuông góc vẽ từ c đên đường thắng zđ và đường thứ hai là 
đường vẽ qua điểm ở, vừa tìm được và điểm Z (là hình chiêu bằng 
của điểm D thuộc cạnh #C và nằm trên trục quay). 

Hình chiêu a6,c, biêu diễn hình thực của tam giác 4ÖC, vì sau 
khi quay, mặt phẳng tam giác trở thành song song với mặt phẳng ú. 
Hình chiêu đứng của tam giác trùng với hình chiêu đứng của đường 
bằng, tức là là một đoạn thẳng. 

Trên hình 227, đường bằng được vẽ ở ngoài các hình chiêu của 
tam giác. Làm như vậy tránh được việc chồng các hình chiêu lên nhau, 
nhưng khi đó bản vẽ lại chiêm một diện tích lớn. 

Nêu cần quay hình phẳng đền vị trí song song với mặt phẳng ƒ thì 
phải chọn trục quay là đường mặt. 





HÌNH 226 | HỈNH 227. 
25 


hftps://tieulun.hopto.org 





HÌNH 238. 


Chú ý rằng trong cách vẽ cho trên hình 226, hình chiêu ø%/ của bán kính quay của 
điểm Ø không tham gia gì. Dĩ nhiên, nêu hiệu bản chât của cách vẽ thì không cần phải vẽ 
hình chiều này. Trên hình 228 cho ví dụ quay mặt phẳng xác định bởi điểm K và đưẻè ờng 
thẳng AB đền vị trí song song với mặt phẳng ?ï. Trục quay là đường bằng KD. Điểm 
K hiển nhiên là «cô định», chỉ còn cần phải quay đường thắng 4B quanh trục KD, hay 
chính xác hơn, chỉ cần quay, chẳng hạn, điểm 4, vì điểm D trên đường thắng 4 cũng là 
điểm «cô định»: nó thuộc trục quay. Bằng cách vẽ ao L kđ, xem là vị trí vềt bằng của mặt 
phẳng chiêu bằng chứa điểm phải quay 4, ta được điểm o——hình chiêu bằng của tâm 





HÌNH 229, 
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quay của điểm 4, và đoạn thắng øz——hình chiêu bằng của bán kính quay của điểm 4. 
Sau đó tìm độ lớn thực của bán kính quay ®„. đó là cạnh huyền của tam giác vuông 
mà một cạnh góc vuông là a4 = #c. Sau khi tìm được điểm z¡ — hình chiêu bằng của 
điểm 4 sau khi quay, ta vẽ a,b¡ — hình chiêu bằng của 4Ø sau khi quay nhờ điểm đ. 
Như vậy ta đã bỏ qua hình chiêu đứng của tâm quay và của bán kính quay.. 

Quay mặt phẳng quanh vêt của nó đên trùng với 
mặt phẳng hình chiêu tương ứng'. Khi quay mặt phẳng 
quanh vêt của nó đên trùng với mặt phẳng hình chiêu chứa vêt ¡ Ấy, các 
đoạn thẳng và hình phẳng nằm trong mặt phăng sẽ- được thể hiện 
không biên dạng. Rõ ràng là phương pháp này về bản chât tương tự 
như phép quay mặt phẳng quanh đường bằng hay đường mặt của nó 
đền song song với mặt phẳng hình chiêu tương ứng: có thể xem vêt 
bằng của mặt phằng là đường bằng «không» của mặt phẳng, còn vêt 
đứng là đường mặt «không». 

Trên hình 229 chỉ cách gập mặt phẳng P và mặt phẳng bằng cách 
quay quanh P, theo hướng từ mặt phẳng V đên người xem. 

Ở' vị trí trùng với mặt phẳng #, trên mặt phẳng P có hai đường 
thăng cắt nhau là vêt P, và đường thẳng P„—hình gập vào mặt 
phẳng H của vêt P, 

Vêt P„, là trục quay, không thay đỗi vị trí. Giao điểm của các vêt 
cũng không thay đổi vị trí, vì thê mà khi cần vẽ vị trí gập của vêt P,„ 
ta chỉ cần tìm một điểm nữa của vêt này ở vị trí gập vào H (trừ điểm 
P,). Ta hãy tìm vị trí gập của một điểm N bât kỳ nằm trên vêt P, 
Điểm này vạch nên một cung tròn nằm trong mặt phẳng Ó vuông góc 
với trục quay. Tâm của cung tròn là giao điểm Ä⁄„ của mặt phẳng 
Q với vêt P„. Bằng cách vẽ trong mặt phẳng Ó một cung tròn có tâm 
là é⁄„, và bán kính là Ä⁄„MN, ta được điểm @W, là giao điểm của 
cung tròn này với „ Vẽ đường thẳng qua P, và N„ ta được 
P„. Vì khi quay mặt phẳng, chiều dài của đoạn thẳng P,N không 
thay đôi, nên tât nhiên có thể nhận được W, bằng cách cắt Q, bởi 
cung tròn vẽ trong mặt phẳng # có tâm là P, và bán kính là P.N. 

Trên hình vẽ (hình 230), lây một điểm X bât kỳ trên vêt P, (điểm 
này trùng với hình chiêu của nó). Qua hình chiêu bằng ø của nó, vẽ 
đường thắng 01⁄4, vuông góc với vêi P,—trục quay. Điểm 
NW,—vị trí gập của W vào mặt phẳng H, phải nằm trên đường này, 
Nó đứng cách điểm 4⁄„ một khoảng bằng bán kính quay của điểm 
NW hay đứng cách P, một khoảng bằng P. Chiều dài của bán 
kính quay có thê xác định như cạnh huyền của một tam giác vuông với 
các cạnh của góc vuông là Ä⁄”w và ñN (nN = mm). Vẽ cung tròn tâm 


' Phép quay này còn được gọi là «phép gập». 
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HÌNH 230. 


M, bán kính Ä⁄„W, hay cung tròn tâm P, bán kính P đền 
cắt đường thẳng nøÄ⁄„, ta được điểm W, muôn tìm. Vẽ qua các 
điểm P, và NW, một đường thẳng, ta được đường thắng P„— 
vị trí gập của vêt P, 

Quay lại hình 229 và xem cách gập điêm € vào mặt phẳng 77. Cách 
tìm vị trí gập của điểm C lên mặt phẳnè được chỉ trên hình 231, bên 
trái: qua điểm e vẽ đường thắng cM, vuông góc với P,„ Sau đó 
tìm bán kính quay 3⁄„C, nó bằng cạnh huyền của tam giác vuông mà 


~ẮÐ 
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HÌNH 232. HỈÌNH 231. 


các cạnh góc vuông là Ä⁄„c và cC = c1. Vẽ cung tròn tâm Ä⁄„, bản 
kính Ä⁄4C đên cắt đường thẳng cÄ⁄,„ kéo dài ở điểm Œ,—vị trí 
gập của C vào HH. Phép vẽ này cũng có thê thực hiện được như chỉ trên 
hình 231, bên phải. Sau khi xác định vị trí của điểm C trong mặt phẳng 
P nhờ một đường mặt và vẽ đường thẳng cÄ⁄„ vuông góc với 
P„, ta cắt đường thẳng này bằng một cung tròn tâm j/¿ bán kính 
bằng c7, tức là bằng độ lớn thực của đoạn thăng CL (trong phép gập. 
chiều dài này được bảo toàn: e„/ = CL), ta được điểm Œ„„ 

Nêu cho trong mặt phẳng một đoạn thẳng thì bằng cách tìm hình 
sập của các mút của đoạn thẳng, ta sẽ tìm được độ đài thực của đoạn 
thẳng. 

Như đã biêt, mọi đường bằng của mặt phẳng P đều song song với 
P,„ mọi đường mặt —song song với P,. Vì vậy, nêu cần tìm hình 
gập của đường bằng hay đường mặt, ta chỉ cần tìm hình gập của các 
vệt của chúng rồi qua đó vẽ những đường thẳng tương Ứng song song 
với P, hay P„„ (nêu gập mặt phẳng P vào mặt phẳng 77). 

Ta sẽ dùng kêt quả này cho phép dựng ngược. Giả sử đã cho điềm 
C,— vị trí gập của điểm Œ vào mặt phằng H. Hãy vẽ các hình chiêu 
của điểm C, biêt rằng nó thuộc mặt phẳng P cho bởi các vêt (xem hình 
229). 

Khi điểm €„ được «nâng lên trong không gian» thì điểm e— 
hình chiêu bằng của nó, di chuyển trên đường thẳng Œ (hình 232) 
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vuông góc với vÊt NẾc tức là theo vêt @, của mặt phẳng quay Ô. 
Trong không gian, điểm € phải nằm trên giao tuyên của mặt phẳng 
P với mặt phẳng quay, cách điểm ⁄„ một khoảng bằng Ä„C, 
(hình 229). 

Ta vẽ trong mặt phẳng #J tam giác vuông Ä⁄W có cạnh 
nÑ = mérn (hình 232). Tam giác này bằng tam giác Mínm” trong không 
ø1an. 

.... trên cạnh huyển ÄM⁄¿N từ đểm 4⁄4 đoạn thắng 

Œ, (bán kính quay), ta được điểm C. Vẽ qua lê đường thẳng 
se. sóc với Ä,„n, ta được điểm c—vị trí muôn tìm của hình chiêu 
bằng của điểm C. 

Điểm c/ nằm trên đường vuông góc với trục x vẽ qua c với khoảng 
cách c1 = cC. 

Nêu cần «nâng lên trong không gian» một đoạn thăng thì trong 
trường hợp chung, ta phải nâng hai điểm của nó như vừa làm ở trên 
hoặc sử dụng điểm «c6 định» như chỉ trên hình 234. 

Giả sử cần «nâng lên trong không gian» (tức là lên mặt phẳng ?P) 
đoạn thằng 48 cho bởi vị trí gập vào H là đoạn thằng A,B,. Cách 
vẽ hơi phức tạp một chút vì giao điểm của các vêt P, và P, được 
xem như ở ngoài phạm vi bản vẽ. Vẽ mặt phẳng phụ trợ @//P và tìm vị - 
trí gập vào H của @„ Vì @J/P nên @„ xác định hướng của hình 
gập của các đường mặt của cả P và Q. Vì vậy, vẽ ÖB//Ơ,„ ta 
được hình gập vào ; của đường mặt của mặt phẳng P mà chứa điểm 
8. Vẽ các hình chiêu của đường mặt này và xác định trên đó các điểm 
b, b“. Sau đó, kéo dài 4„B, đên cắt P, ở m. Đường thẳng vẽ qua 
điểm «cô định» m này và điểm b vừa vẽ được là đường thẳng chứa 
hình chiêu bằng zb. Hình chiêu 4ð“ được xác định trên đường thẳng 
vẽ qua các điêm w⁄ và Ù⁄, 


X 
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` 





HÌNH 234, 
130 


hftps://tieulun.hopto.org 


Ta đã xét cách gập mặt phẳng vào mặt phẳng hình chiêu bằng bằng 
cách quay mặt phẳng quanh vêt bằng. Nêu muôn gập mặt phẳng vào 
mặt phẳng hình chiêu đứng thì quay nó quanh vêt đứng. 

Nêu quay mặt phẳng chiêu bằng quanh vệt đứ ng của nó để gập vào 
mặt phẳng E thì sau khi gập, vêt bằng của mặt phăng sẽ nằm trên trục 
x. Cũng như vậy, nều quay một mặt phẳng chiêu đứ ng quanh vềt bằng 
của nó đên gập vào mặt phẳng # thì vêt đứng của nó sẽ trùng với 
tftE 


Trên hình 234 biểu diễn một mặt phẳng có góc giữa các vêt @, và @, là góc tù 
và hình gập của nó vào mặt phẳng khi quay nó về hướng người xem và quay về 
hướng ngược lại. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 36, 37 


I. Có thể cho trên đồ thức phép quay, chẳng hạn, một đường thẳng quanh một 
trục vuông góc với mặt phẳng ;ƒ hay mặt phẳng mà không cần biểu diễn trục quay 
không? Phương pháp này dựa trên cơ.sở nào? 

2. Phép quay mà không chỉ rõ trục quay này còn có tên gọi là gì? 

3. Mặt phẳng quay của một điểm có vị trí như thê nào khi trục quay chỉ song song 
với mặt phằng #ï hoặc mặt phẳng V mà không vuông góc với cả #ï lẫn ? Vì sao khi đó 
phải xác định chiều dài thực của bán kính quay? 

4. Cái gì là đầu hiệu để một mặt phẳng cho bởi một điểm và một đường bằng đạt 
tới vị trí nằm ngang khi quay mặt phẳng quanh đường bằng ây? Hình chiêu đứng của 
điêm sau khi quay sẽ ở đâu? 

5. Phép gập» là gì? 

6. Thuật ngữ «nâng lên trong không gian» được hiểu như thê nào? 


3§. Những ví dụ về ứng dụng các phép thay mặt phẳng hình 
chiều và phép quay đề giải các bài toán 


I. Vẽ các hình chiêu của giao điểm của hai đường cạnh cùng nằm trong một mặt 
phẳng cạnh. 
Cách giải cho trên hình 204, bằng cách dùng phép thay mặt phẳng hình chiêu. Đẻ có 
hình chiêu k“, ta đặt đoạn thẳng k2 bằng k„1. 
2. Đưa vào một mặt phẳng phụ sao cho một đường thắng thường trở thành 
vuông góc với mặt phẳng này. 
Cách giải cho trên hình 209, bằng cách lần lượt đưa vào hai mặt phẳng hình chiêu 
phụ. Đoạn thẳng 4 vuông góc với mặt phẳng hình chiêu phụ thứ hai 7. 
3. Quay một đường thẳng thường sao cho nó trở thành vuông góc với mặt phẳng 


Cách giải cho trên hình 222. Ở' đây sử dụng hai phép quay. Sau phép quay thứ hai, 
đoạn thắng 4 trở nên vuông góc với mặt phẳng ⁄. 
4. Xác định chiều dài của một đoạn thăng thường và góc nghiêng của nó với các 
mặt phẳng hình chiêu V và 7í. 
Trên hình 202 cho cách giải bằng thay mặt phẳng hình chiêu. Mặt phẳng phụ 7.L 
)0ng song với đường thắng CD đã cho. 
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HÌNH 235. HÌNH 2136. 


Trên hình 219 cho cách giải bằng phép quay. Trục quay vẽ qua 4 và đoạn thẳng 4ð 

được quay đên song song với mặt phẳng E. 
5. Xác định khoảng cách từ một điểm đên đường thẳng. 

Quay lại hình 228, ở đó cho phép quay mặt phẳng xác định bởi điểm K và đường 
thắng 4 quanh đường bằng KD của nó để đưa mặt phẳng về vị trí song song với mặt 
phẳng 7ï. Sau đó (hình 235) vẽ đường vuông góc k/. Đoạn thẳng k/ cho khoảng cách từ 
điểm K đền đường thẳng 4ð cần tìm. 

Trên hình 236 cho cách giải bài toán này bằng cách quay cả hệ thông gồm cả điểm 
K và đường thẳng 48 quanh một trục vuông góc với Ö và tiềp theo, quanh một trục 
vuông góc với Ƒ, Trên hình vẽ không biểu diễn các trục quay (xem mục 36). Vì trong 


b' P, 
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phép quay thứ nhât, hình chiêu bằng của hệ thông chỉ thay đôi vị trí chứ không thay đổi 
hình dạng và độ lớn, nên dựa vào đường vuông góc k7, ta đặt k,1, và ab, ở vị 
trí cẩn thiệt rồi theo đó tìm hình chiêu đứng zj,2jk, Trong phép quay 
thứ hai, hình chiêu đứng này bảo toàn hình dạng và kích thước. «Buộc » điểm 
k¿ạ vào a¡ nhờ đường vuông góc k2, ta vẽ hình chiêu a;;22k;, 
rồi theo đó vẽ hình chiêu &; của điểm K và hình chiêu ø¿=”, của 
đoạn thẳng 4Ø. Khoảng cách cần tìm từ điểm K đên đường thẳng 4B được 
biểu diễn bởi đoạn thẳng k;ø; (k;Ö;). _ 
6. Xác định khoảng cách từ một điểm đền mặt phẳng. 

Trên hình 201 đã cho cách giải đôi với trường hợp mặt phẳng là mặt phẳng chiêu 
bằng. Cách giải dẫn đền việc vẽ đường vuông góc 4a. 

Trên hình 237 cho cách giải đôi với trường hợp mặt phẳng là mặt phẳng thường: 
ở bên trái, mặt phẳng cho bằng 3 điểm, bên phải— mặt phẳng cho bằng vêt. Bằng cách 
dùng phép thay mặt phẳng hình chiêu, đưa vào mặt phẳng phụ Š vuông góc với mặt 
phẳng # và mặt phẳng đã cho (xem các hình 205 và 206). Khoảng cách cẩn tìm được xác 
định bởi đường vuông góc hạ từ *, đền öc, (hình 237, bên trái) và đên vêt P, 
(hình 237, bên phải). 

7. Xác định khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song. 

Bài toán có thể giải bằng cách xác định khoảng cách từ một điểm của mặt phẳng 
này đên mặt phẳng kia, hay đưa vào hệ thông V, W một mặt phẳng hình chiêu phụ 
vuông góc với những mặt phẳng song song đã cho như đã làm trên hình 237 đôi với một 
mặt phăng. 

§. Xác định khoảng cách giữa hai đường thẳng song song. 

Bài toán có thê giải bằng cách xác định khoảng cách từ một điểm lây trên đường 
thằng này đên đường thẳng kia (xem hình 235 và 236). 

Trên hình 238 cho cách giải bằng cách quay mặt phẳng xác định bởi hai đường 
thẳng song song quanh một đường bằng của nó (hay đường mặt) song song với mặt 
phẳng hình chiêu. Trục quay là đường bằng K. Ta chỉ cần tìm vị trí mới của một điểm, 
điêm 4 chăng hạn (điểm a, trên mặt phẳng hình chiêu bằng). Đường thẳng a¡& và 
đường thẳng song song với nó vẽ qua điểm mm sẽ là hình chiêu bằng của hai đường thẳng 
đã cho khi mặt phẳng của chúng đã trở thành song song với mặt phằng 77. 

Trên hình 239 cho cách giải cũng của bài toán này bằng phép thay mặt phẳng hình 
chiêu. Trước tiên chiêu cả hai đường thằng lên mặt phẳng Š song song với chủng (vẽ 
mặt phẳng Š qua một đường thẳng — qua 4?). Sau đó chiều những đường thằng này 
lên mặt phẳng T vuông góc với chúng. Trên mặt phẳng này, hình chiêu của mỗi đường 
thẳng suy biên thành một điểm. Đoạn thăng a„e, (hay ð,đ) xác định khoảng 
cách muôn tìm. Cũng trên hình 239 chỉ các hình chiều của một đoạn thẳng xác định 
khoảng cách giữa những đường thẳng đã cho. Trên mặt phẳng S, hình chiêu được vẽ 
qua điểm b, (hay qua một điểm bât kỳ trên a,) và song song với trục S7; vì 
đoạn thẳng BE song song với mặt phẳng T. Việc vẽ tiêp theo thây rõ trên hình vẽ. Hình 
chiêu trên mặt phẳng T phải lớn hơn mỗi hình chiêu ðøe,, be, b⁄e. 

9. Xác định khoảng cách ngắn nhât giữa hai đường thẳng chéo nhau và biểu diễn 
trên đồ thức đường vuông góc chung với chúng. 

Ta nhớ rằng khoảng cách ngắn nhât giữa hai đường thẳng chéo nhau đồng thời 
cũng là khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song vẽ qua hai đường thẳng ây. 

Trên hình 240 biếu diễn đường vuông góc chung với hai đường thằng 4B và CD. 

Nêu qua 47 và CD ta vẽ hai mặt phẳng P, @ song song nhau, sau đó qua một trong 
hai đường, ví dụ qua 4Ö, về mặt phẳng ,S vuông góc với P và QÓ, rồi tìm giao tuyên của 
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HÌNH 238. HỈÌNH 239. 


$ và Ó (đó là đường thẳng Ä⁄N song song với 4# và cắt CD tại E), thì đường thẳng qua 
È và vuông góc với P và @ sẽ là đường vuông góc chung với 4ð và CD.'Nó cắt 48 tại F. 

Trong cách vẽ cho trên hình 241, một trong hai đường thắng chéo nhau (4ð) được 
chiêu lên mặt phẳng hình chiều phụ 7 thành một điểm. Trình tự các bước vẽ như sau: 

a) Chuyến từ hệ thông E, 7ƒ sang hệ thông S, ⁄ với S.L #ƒ và SJ/JAB. 

b) Chuyên từ hệ thông %$, 77 sang hệ thông S, 7 với 7L S và 7L AB. 

c) Sau khi thu được trên mặt phẳng hình chiêu 7 hình chiêu của đường thăng 48 
suy biên thành một điểm ø,= ”,.và hình chiêu của đư¿ ờng thằng CD là c ,/jđ, VỀ 
qua a((b,) đường thẳng vuông góc với cđ, ta được khoảng cách muôn tìm giữa 
hai đường thẳng chéo nhau 4 và CD. Tiên hình 241 còn chỉ cách vẽ các hình chiêu của 
đường vuông góc chung với 4 và CD. Các bước vẽ này được chỉ bằng các mũi tên. 
Hình chiêu “ý; VỀ Song song với trục S7. 

I0. Vẽ các hình chiêu của một đoạn thẳng thường hợp với mặt phẳng 77 một góc 
bằng ơ và hợp với mặt phẳng V một góc bằng B. Cách vẽ này đã cho trong mục 13 (hình 
T73 và 74), không ứng dụng các phương pháp trình bày trong chương V. Bây giờ ta xét 
cách giải bằng cách dùng phép quay. 

Giả sử đường thắng đi qua điểm 4 (hình 242) và hợp một góc ơ với mặt phẳng 7#, 
một góc B với mặt phẳng V. Ta đã biêt (xem mục 13), đôi với một đường thằng thường 
thì ơ + B < 90°. Qua 4 ta vẽ hai đường thẳng. Một đường song song với V và hợp với 
1ï một góc ơ. Đường thứ hai song song với ;# và hợp với ƒ một góc B. Trên hai đường 
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HÌNH 240. HÌNH 241, 


thẳng ây ta đặt hai đoạn thẳng bằng nhau đb¡ = ab;, Bây giờ ta quay đoạn 
thắng 4B) quanh trục vuông góc với H và đoạn thẳng 4; quanh trục vuông góc 
với V. Cả hai trục đều vẽ qua 4 (để giữ điểm này ở vị trí đã cho). Đền một lúc nào đó, 
hai đoạn thẳng trùng nhau (trên hình 242, tại vị trí 48)— tại vị trí cần tìm của đường 
thắng. Qua điểm 4 có thể vẽ tât cả bôn đường thẳng như vậy. 

II .Vẽ một mặt phẳng thường đi qua điểm 44 và hợp với các mặt phẳng ; và mặt 
phẳng ƒ những góc đã cho. 

Trong mục 29 đã thiêt lập quan hệ giữa các góc hợp bởi một mặt phẳng thường 
với các mặt phẳng ;ƒ và mặt phẳng Ƒ và các góc hợp bởi một đường vuông góc với mặt 
phẳng ây với các mặt phẳng hình chiêu. Dựa trên các quan hệ này, để vẽ mặt phẳng hợp 
những góc ơ, với Mộ và B,uvới Ứ, trước hêt ta cần vẽ đường thắng hợp một góc 
„ =90° - ưi với H và B = 90° — , với W (xem bài toán 10), sau đó qua điểm 44 đã 
cho ta vẽ mặt phẳng vuông góc với đường thằng vừa vẽ được !, 

l2. Quay mặt phẳng thường cho bởi tam giác 4C (hình 243) quanh một trục 
thẳng đứng đã cho sao cho mặt phẳng này đi qua một điểm K đã cho. 

Nêu mặt phằng đi qua điểm K thì điểm này phải thuộc một đường bằng của nó. Ta 
có thể xác định ngay đường bằng mà sau khi quay mặt phẳng, nó sẽ đi qua điểm K. 





-_ Đĩ nhiên sau khi về đường thắng như đã chí trong mục 13, ta có thế vẽ một mặt 
phẳng vuông góc với nó và đó là mặt phẳng cần tìm. 
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HÌNH 3242. HÌNH 24. 


Muôn vậy ta chỉ cần vẽ hình chiêu đứng của đường bằng qua điểm #“. Sau khi vẽ hình 
chiêu bằng của đường bằng (mm) và xác định bán kính quay (øđ), ta vẽ một vòng tròn. 
Đôi với vòng tròn này, hình chiêu bằng của đường bằng sẽ là tiêp tuyên ở bât kỳ vị trí 
nào khi quay mặt phẳng quanh trục đã cho. Do đó, nêu vẽ qua k tiềp tuyên với vòng 
tròn vừa vẽ (kđ,) thì có thể xem đó là hình chiêu bằng của đường bằng chứa điểm 
K khi mặt phẳng đi qua điểm này. Dựa theo hình chiêu bằng của đường bằng sau khi 
quay (m,), ta vẽ hình chiêu bằng của tam giác: nó chỉ thay đối vị trí còn thì giữ 
nguyên hinh dạng và kích thước (4j¿cc= abc). Theo hình chiêu ¿c, ta 
tìm hình chiêu z,j/e¿ Trên hình vẽ chỉ vẽ một lời giải Ta sẽ có lời giải 
thứ hai nêu qua điểm & vẽ tiêp tuyên thứ hai. 

Có thê đi bài toán ra dạng sau: quay một mặt phẳng thường quanh một trục thẳng 
đứng nào đó sao cho mặt phẳng đi qua một điểm đã cho. 

Bài toán này khác với bài toán trên ở chỗ là ta tự chọn trục quay. Có thể chọn nó 
một cách tùy ý không? 

Rõ ràng không phải mọi đường thắng vuông góc với mặt phẳng #ï đều có thể dùng 
làm trục quay để giải bài toán này. Từ hình 243 ta thây rằng hình chiêu bằng của trục 
quay phải có vị trí sao cho đôi với các hình chiêu bằng của điểm K và của đường bằng 
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HỈNH 245. HÌNH 246. 


MN, vòng tròn tâm O tiêp xúc với zzz không chứa điểm k, vì qua & phải vẽ được tiêp 
tuyên với đường tròn này. 

Như vậy, khoảng cách từ điểm muôn tìm đên điểm k trong mọi trường hợp phải 
không nhỏ hơn khoảng cách từ nó đên đường thẳng zmn. Nêu ta lây điểm ø sao cho hai 
khoảng cách này bằng nhau (ví dụ như điểm ø, hay ø„, trên hình 244) thì còn có thể 
dùng nó làm hình chiêu bằng của trục quay. 

Trên bản vẽ, những điểm cách đều điểm & và đường thẳng zmn như vậy sẽ nằm 
ở đâu? Chúng thuộc một parabôn có tiêu điểm là k và đường chuẩn là zz¡. Các điêm nằm 
trong parabôn sẽ nằm gần tiêu điểm hơn là gần đường chuẩn và không thể dùng làm 
hình chiêu bằng của trục quay. Các điểm thuộc parabôn hay nằm ngoài parabôn có thế 
dùng được. 

13. Vẽ trong mặt phẳng đã cho, qua một điểm của nó một đường thẳng hợp với 
mặt phẳng /⁄ một góc ơ đã cho. 

Giả sử mặt phẳng đã cho P xác định bởi hai đường thăng cắt nhau (hình 245, bên 
trái) và 4, giao điểm hai đường thăng này, là điểm cần vẽ qua đó đường thẳng muôn 
tìm. 

Ta tìm vêt bằng của mặt phẳng P, đó là P„/ Nêu đường thẳng cần tìm 4 mà 
song song với mặt phẳng V thì góc giữa 4} và trục hình chiêu sẽ bằng góc của đường 
thắng với mặt phẳng ¿. Vì vậy, trước hềt qua # ta vẽ một đường thẳng hợp một ÓC 
ơ với trục hình chiêu (hình 245, bên phải). Điểm /“ có thê lây tùy ý trên đường thẳng 
này. Để cho tiện ta lây ở“ trên trục x. Sau đó vẽ hình chiêu bằng ab. Dĩ nhiên, að phải 
Song song với trục x vì 4Ö song song với E. 

Đường thẳng (4Ù, ab) vừa vẽ mới thỏa mãn một điều kiện: hợp một góc ơ với mặt 
phẳng H và chưa thỏa mãn điều kiện thứ hai: thuộc mặt phẳng đã cho. Để đưa đường 
thẳng 4 vào mặt phẳng P đồng thời vẫn giữ góc nghiêng ơ, ta quay 4 quanh một trục 
vuông góc với mặt phẳng H. 

Vì điểm 44 thuộc mặt phẳng P nên ta lây trục quay đi qua điểm 44 (hình 246). Trong 
phép quay này, điểm Ø sẽ di chuyển trong mặt phẳng H. Khi 4 đã thuộc mặt phẳng 
P thì điểm B phải thuộc vêt P,. Vì vậy, ta quay đường thẳng ab quanh điểm ø (a) để 
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cho điểm b đền thuộc vêt ?¿, rồi theo vị trí mới của hình chiêu bằng ta tìm vị trí mới 
của hình chiêu đứng của 4. 

Như thây rõ trên hình 246, bài toán cỏ hai lời giải nều góc œ đã cho nhỏ hơn góc 
nghiêng của mặt phẳng P với mặt phẳng H. Có một lời giải nêu hai góc bằng nhau và 
không có lời giải nêu ơ lớn hơn. 

I4. Tìm độ lớn thực của một góc phẳng. 

Có thê thầy cách giải bài toán này bằng phép thay mặt phẳng hình chiêu (chiêu tam 
giác lên mặt phẳng hình chiêu phụ song song với nó) trên các hình 203 và 210, bằng phép 
quay trên các hình 223 và 227 và bằng phép gập vào các mặt phẳng hình chiêu trên các 
hình 230 và 234 (để tìm độ lớn thực của góc hợp giữa các vêt của mặt phẳng trong góc 
tư thứ nhât). 

I5. Chia một góc phẳng ra hai phần bằng nhau. Vân đề vẽ trên đồ thức đường 
phân giác của một góc đã được đề cập đền trong mục 15 đôi với những trường hợp khi 
việc vẽ đường phân giác của hình chiêu tương ứng với việc chia đôi góc trong không 
gian. Bây giờ ta xét trường hợp tông quát. Cách giải cho trên hình 247. 

Ta đưa mặt phằng của góc đã cho về song song với một mặt phẳng hình chiêu. Khi 
đó trên mặt phẳng hình chiêu này, góc được biểu diễn không biên dạng và có thế chia 
đôi được. Trên hình 247, mặt phẳng của góc được đưa về song song với mặt phẳng 
H bằng cách quay quanh một đường bằng 4C của nó. Đề thực hiện phép quay này, ta 
chỉ cẩn quay một điểm — điểm 8. Tâm quay của điểm Z là điểm Ó (ø, ø), bán kính quay 
Rạ là cạnh huyền của tam giác vuông øð có cạnh góc vuông øở là hình chiêu bằng 
của bán kính quay và cạnh góc vuông ðZ bằng đoạn thắng #“1. Hình chiêu bằng mới của 
góc sau khi quay là a,c, bằng góc 48C đã cho. Chia đôi góc này bằng đường phân 
giác b,đ, ta được D (đ, đ) là điểm của đường phân giác và đồng thời thuộc đường 
bằng 4C, nên là điểm «cô định» trong phép quay. Do đó, #“đ, bđ là các hình chiêu của 
đường phân giác cần vẽ. 


1ó. Tìm độ lớn thực của góc nghiêng của đường thẳng với mặt 
phẳng. 

Trên các hình 202 và 219 đã chỉ cách xác định độ lớn của góc của 
một đường thằng thường với các mặt phẳng hình chiêu. Bây giờ ta xét 
cách giải cho trường hợp đôi với một mặt phẳng bât kỳ. 

Nêu chỉ cần xác định độ lớn của góc giữa đường thẳng và mặt 
phăng thì không cần thiêt phải vẽ các hình chiêu của góc này !. Thực 
vậy, độ lớn của góc giữa đường thằng 4 và mặt phẳng ? (hình 248) 
có thê xác định bằng cách vẽ và xác định độ lớn của góc phụ §: góc cần 
tìm ơ = 90° — B. Khi đó, việc giải bài toán sẽ đơn giản đi nhiều vì bỏ 
qua được các động tác vẽ liên quan với việc tìm các điềm Ð và q„ 

Cách vẽ cho trên hình 249. Bằng cách vẽ qua điểm 44 của đườ nø 
thăng 4 một đường vuông góc với mặt phẳng P, ta được các hình 
chiêu của góc phụ với góc giữa 4B và mặt phẳng P. Vẽ đường bằng 





'Về việc vẽ các hình chiêu của góc giữa đường thăng và mặt phẳng, xem mục 31. 
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CB và quay mặt phẳng xác định bởi góc C48 quanh đường bằng này 
cho song song với mặt phằng H. Hình chiêu bằng mới ¿ caib = = 

= /¿CAB. Cuôi cùng vẽ góc phụ với góc c6; trên hình 249, đó là góc ơ. 
Góc này bằng góc của đường thẳng 4Ö với mặt phẳng P cần tìm. 

Nêu mặt phẳng không cho bởi các vêt, mà ví dụ, cho bằng một tam 
giác, thì để vẽ đường thằng vuÔng móc với mặt phẳng, ta vẽ một 
đường bằng và một đường mặt của tam giác (xem mục 29). 

I7. Xác định độ lớn thực của góc giữa hai mặt phẳng. 

Trên hình 250 trình bày cách giải mà không cần vẽ các hình chiêu 
của góc phẳng của góc nhị diện hợp bởi các mặt phẳng P và Ó!. Cách 
giải này đặc biệt thuận lợi khi các mặt phẳng được cho bằng vêt. 

Nêu qua một điểm nào đó ta vẽ hai đường thẳng vuông góc với hai 
mặt bên của nhị diện thì góc hợp bởi hai đường thắng này sẽ là góc bù 
(hay bằng) với góc phẳng muôn tìm. Trên hình 250, để xác định góc 
giữa các mặt phẳng P và Ó ta làm như sau: 

a) Qua điểm K tùy ý; vẽ hai đường thẳng: một đường vuông góc 
với mặt phẳng P, một đường vuông góc với mặt phẳng Ó. 

b) Quay quanh đường bằng, đưa góc hợp bởi hai đường thắng 
này về song song với mặt phằng 11. 

Góc muôn tìm giữa các mặt phẳng P và Ó sẽ bằng góc B vừa tìm 
được hay là bù với nó (tùy K nằm trong hay ngoài góc nhị diện). 

Trên hình 251 cho cách giải bằng cách thay các mặt phẳng hình 
chiêu để xác định góc nhị diện hợp bởi các mặt bên cho bằng các tam 
giác 4BC và 4ABD. Cạnh của nhị diện là 4B. Nêu 4ð vuông góc với 
một mặt phẳng hình chiêu phụ thì các mặt bên sẽ chiêu lên mặt phẳng 
hình chiêu phụ này thành những đoạn thẳng hợp thành một góc bằng 
góc phẳng của nhị diện đã cho (hình 252). 

Trên hình 251, cách vẽ thực hiện theo các bước sau. Chuyên từ hệ 
thông V, / sang hệ thông S, H với S.L H và SJ/JAB. Sau đó chuyển 
sang hệ thông ®, 7 với 7.L $ và 7 .L 48. Trên mặt phẳng 5Š chỉ vẽ hình 
chiêu các điểm 4, 8, C, D mà không vẽ các mặt bên 48C và ABD. 

Cách xác định độ lớn thực của góc của một mặt phẳng thường với các mặt phẳng 
hình chiêu Z7 và V bằng phép thay mặt phẳng hình chiêu đã chỉ trên các hình 205, 206, 
207 và bằng phép quay trên hình 221 (góc với mặt phẳng J'. 

I§. Xác định hình thực của một tam giác. 

Có thể thầy cách giải bằng phép thay các mặt phẳng hình chiêu trên các hình 203, 

210 và bằng phép quay trên các hình 223, 227. 


Vẽ các hình chiêu của góc phẳng của nhị điện xem mục 31. 
Ï40 
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HÌNH 25I : qụ HÌNH 252. 


19. Quay điểm 44 quanh trục 1N một góc ơ theo chiều kim đồng hồ, nhìn theo 
hướng từ Ä⁄ đền N (hình 253). 

Cách vẽ được thực hiện bằng phép quay các mặt phẳng hình chiều. 

Các hệ thông hình chiêu mới được thành lập lần lượt theo sơ đồ chuyên từ hệ 
thông E, sang hệ thông S, H với S L H và SJ/JMN. Sau đó chuyền sang hệ (hông ®S, 
T với TL Svà TL MN. Khi đó, mặt phẳng quay của điểm 4 sẽ song song với mặt 
phẳng hình chiêu 7. Do đó, phép quay điểm 4 được biểu diễn bằng phép quay điểm q, 
quanh tâm z,(z,) một góc đã cho theo chiều kim đồng hồ (vì theo giả thiêt, hướng 
quay được xác định theo hướng nhìn từ 3⁄ đên M). Sau đó ta được hình chiêu ø,. trên 
đường thẳng vẽ qua ø, vuông góc với 0m, và các hình chiêu aøy, 4¿—vị trí 
của điểm 4 sau khi quay. 

20. Vẽ các hình chiêu của một vòng tròn đường kính đã cho và nằm trong mặt 
phẳng thường. 

Cách giải cho trên hình 254, bằng cách dùng phép quay. Đề dễ theo dõi, các bước vẽ 
được thực hiện từng giai đoạn. 

Giả sử mặt phẳng của vòng tròn (P) cho bởi đường bằng (e“„ ch) và đường mặt 
(c, œ/). Tâm vòng tròn là điểm C. 

bước thứ nhât (hình 254, bên trái) cho trục x, vẽ vẽt bằng ⁄ của đường mặt CZ 
và vềt bằng P„ song song với hình chiêu ch của đường bằng. Tìm trên Zï vị trí gập của 
(âm Œ (điểm Œ,) và vẽ trong #7 vòng tròn bán kính đã cho, tâm Gà 
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HỈÌNH 23%3. 


Các hình chiêu muôn vẽ của vòng tròn là những elip. Trên hình 254 chỉ cách vẽ các 


trục của các clip trên mỗi hình chiều. 


Đôi với elip là hình chiêu bằng của vòng tròn, trục lớn nằm trên hình chiêu bằng 
của đường bằng (hình 254, ở giữa) với c3 = c4 = bán kính của vòng tròn, còn trục nhỏ 
vẽ được nhờ đường kính 3,4/¿ song song với vê( bằng P, và đường kính 


ƒï 


h' j0 4! 





HỈNH 254. lọ, 
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J/2„ vuông góc với vêL này. Điểm 2 thu được nhờ đường thẳng 3,&, và điểm 
¡ có thể vẽ dựa trên chỗ e2 = c1. Trên hình 254, bên phải chỉ cách vẽ trên hình chiêu 
đứng: trục lớn Z#“ nằm trên hình chiêu đứng của đường mặt. Từ điểm c ta đặt c7 và 
c& bằng bán kính của vòng tròn. Trục 7ð tương ứng với đường kính 7,8, của 
vòng tròn và nằm trên hình gập vào Ở⁄ƒ của đường mặt Ä⁄7. 

Trục nhỏ #⁄ốØ“ trên hình chiêu đứng được vẽ vuông góc với 7#”. Điểm 5 vẽ nhờ 
đểm 5, của đường kính 56, vuông góc với đường kính Z7 —kéo đài 
đường kính này đên cất vẽt P„ ở điểm k, và trên đường thắng phụ ck; trên hỉnh 
chiêu bằng ta tìm được điểm 5 và theo đó, điểm 5“. Đặt đoạn cØ bằng đoạn c5“, ta 
được hình chiều của trục 5Ø“. 

Sau khi vẽ được các trục của các clip, ta có thê vẽ các clip theo từng điểm,Có thể vẽ 
các điểm của elip như chỉ.*rên hình 254 (ở giữa) đôi với điểm A. Cách vẽ các hình chiêu 
a, ø tương tự như cách vẽ các điểm 5, 5“ vừa nói trên. 

21. Vẽ hình chiêu đứng của một góc mà độ lớn thực của nó bằng 
hình chiêu bằng của nó. 

Như đã biệt trong mục 15, hình chiêu của một góc nhọn (hay tù) 
nằm trong mặt phẳng thường có thể bằng góc được chiêu. 

Giả sử (hình 255) góc akb— hình chiêu bằng của một góc ơ nào 
đây và ab là vêt bằng của mặt phẳng chứa nó. Quay điểm K quanh vêt 
bằng đền gập vào mặt phẳng # ở điểm K,. Vì mọi góc nội tiêp trong 
cung tròn vẽ qua các điểm a, ở, k và chắn cung acb đều bằng ơ, nên 
K, là giao điểm của cung tròn vẽ qua các điểm ø, b, k và vêt 3$, của 
mặt phẳng quay của điểm K. Bán kính quay của K là øK,. Qua k vẽ 
đường vuông góc với øk và cắt nó bằng cung tròn bán kính øK,, ta 
được điểm K và đoạn thẳng kK biểu diễn khoảng cách từ điểm K đên 
mặt phẳng 7, tức là khoảng cách từ điểm &“ đên trục x. Góc #k“ð là 
hình chiêu đứng muôn vẽ của góc 4Kđ. 

Góc 4kb là hình chiêu ngang của góc 4KB. 





HÌNH 255, 
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Trong mục vừa qua và một vài mục trước, ta đã xét các bài toán 
trong đó cần xác định các yêu tô chung của các hình hình học (ví dụ, vẽ 
giao điểm của đường thẳng với mặt phẳng hay bài toán thứ nhât của 
mục này). Những bài toán như vậy gọi là «những bài toản về vị trí. 
Đôi lại với chúng là những bài toán được gọi là những bài toán về 
lượng, trong đó xác định độ dài của các đoạn thằng, các góc, diện 
tích v. v... 


CÂU HỎI CHO MỤC 38 


. Các trục quay được lây theo thứ tự nảo đề bằng cách quay quanh chúng, đưa 

một _n thẳng thường về vuông góc với mặt phẳng H, với mặt phẳng ƒ? 

2. Làm thê nào để xác định chiều dài thực của một đoạn thẳng và góc của nó với 
các mặt phẳng H và J? 

3. Làm thê nào để xác định khoảng cách từ một điểm đên một đường thẳng 
thường? 

4. Làm thê nào để xác định khoảng cách từ một điểm đên một mặt phẳng thường, 
một mặt phẳng cạnh? 

5. Làm thê nào để xác định khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song nhau, giữa 
hai đường thẳng song song nhau, giữa hai đường thẳng chéo nhau? 

6. Có thể, bằng phép quay, vẽ các hình chiêu của một đoạn thằng thường theo các 
góc nghiêng của nó với Ö# và Vƒ không? Nêu có thê thì làm như thê nào? Ẳ 

7. Parabôn vẽ trên hình 244 biểu thị cho cái gì? 

8. Làm thê nào để tìm độ lớn thực của một góc phẳng? 

9, Làm thê nào để vẽ trên đồ thức đường phân giác của một góc? 

10. Làm thê nào để tìm độ lớn thực của một góc giữa đường thẳng và mặt phẳng? 

11. Làm thê nào để tìm độ lớn thực của góc hợp bởi hai mặt phẳng? 

12. Làm thê nào để vẽ các hình chiêu của vòng tròn nằm trong mặt phẳng thường? 
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Chương VI 
Biêu diễn các đa diện 


39. Vẽ các hình chiều của đa diện 


Vẽ hình chiêu của một đa diện trên một mặt phẳng nào đây quy về 
việc vẽ hình chiêu của các điểm. Ví dụ, để vẽ hình chiêu của mặt tháp 
SABC trên mặt phẳng V (hình 256, bên trái), ta vẽ hình chiêu các đỉnh 
S, A, ö, €, từ đó ta được các hình chiêu của đáy 48C và của các mặt 
bên S4B, S8C, SAC, của các cạnh S4, S8... 

Cũng như vậy để chiêu một góc tam diện ! đỉnh Š (hình 256, bên 
phải), ngoài đỉnh ,Š ta lây trên các cạnh của góc mỗi cạnh một điêm (K, 
M, N) và chiêu chúng lên mặt phẳng ƒ. Ta sẽ được hình chiêu của các 
cạnh, các mặt bên (các góc phằng) của tam: diện và toàn bộ góc tam 
diện. 

Trên hình 257 biểu diễn một vật thể đa diện 4CŒCBB,Ð... (tức là 
phần không gian được giới hạn từ mọi phía bởi các hình phẳng là các 
đa giác) và hình chiêu của đa diện này trên mặt phẳng //-hình 
acfeddeƒ. Mỗi điểm nằm bên trong đường bao quanh hình 
này là hình chiêu ít nhât của hai điềm của bề mặt vật thể. Ví dụ, điểm 
có hai ký hiệu ø và ø là hình chiêu của hai điểm Ä⁄, N cùng nằm trên 
một đường thăng chiêu. Những điểm nằm trên chính đường bao 
quanh hình chiêu là hình chiêu hoặc của một điểm (ví dụ, z là hình 
chiêu của điểm 4), hoặc của một vài điểm và đôi khi là của một tập 
hợp điểm (ví dụ, b không chỉ là hình chiêu của mỗi điểm ö mà còn là 
hình chiêu của một tập hợp điểm của mặt bên 4C nằm trên đường 
thắng chiêu Ø?). 

Những đường thẳng chiêu vẽ qua mọi điêm của đường bao quanh 
hình chiêu hợp thành một zỹt chiêu mà bên trong nó và tiêp xúc với 
nó là vật thê đã cho. Đôi với vật thể biêu diễn trên hình 257, mặt chiêu 
gồm các mặt phẳng Š¡, S;, Š;.. Đường tiêp xúc của mặt chiêu 
và vật thê được gọi là chu vi thây ngoài của vật thê đôi với mặt phẳng 
hình chiêu đã chọn. Trên hình 257, chu vi thây ngoài là đường gãy 





' Trong trường hợp đã cho, góc tam điện gọi là lồi, tức là góc tam diện trong đó 
toàn bộ nằm về một bên của mặt phẳng của mỗi mặt bên của nó. 
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HÌNH 257. 


khúc 4CF;k,D,DEF4`). Trong phép chiêu song song, mặt 
chiêu là một mặt trụ như đã nói ở mục I. Nều chu vi thây ngoài của vật 
thể đôi với một mặt phẳng hình chiêu gồm những đoạn thăng thì 
mặt chiêu đôi với mỗi đoạn như vậy là những mặt phẳng. 

Trên hình chiêu, đường thắng ?ð, là hình chiêu của cạnh 
BB,—cạnh thây đôi với mặt phẳng H. Trên hình chiêu của vật thê 
bắt buộc phải chỉ rõ tât cả các cạnh thây của nó. Hình chiêu của đoạn 
thắng Ƒ#¡ nằm bên trong đường bao quanh hình chiêu. Nó được vẽ 
bằng nét đứt, vì theo các quy ước về thây khuât, khi chiêu lên mặt 
phẳng 77, các điểm của đoạn thắng Ƒ#;¡ là những điểm khuât. 

Vẽ hình chiêu của một mặt đa diện cũng quy về việc vẽ hình chiêu 


L Trong trường hợp đã cho ta có thể xem chu vi thầy ngoài của vật thể gồm cả 
các điểm của các đoạn thẳng 48, ĐC, B.D\, EF, DB,\, ĐH, và cả các tam 
giác 4BC, DØ,D,, cũng như phần hình thang £##,E, vì các mặt phẳng chiều 
Sị» 53 5s tương ứng đi qua các hình nói trên. 
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của những điểm và đường thắng nào đó của mặt này. Hình chiêu của 
một mặt giới hạn một vật thể nào đây có đường bao quanh chung với 
đường bao quanh hình chiêu của vật thê đây. Trong trường hợp biểu 
diễn các mặt vô hạn người ta giới hạn một bộ phận nào đây của nó 
bằng những đường cong và tạo nên một chu vi thây ngoài quy ước đôi 
với mặt phẳng hình chiêu. 


40. Đồ thức của mặt lăng trụ và mặt tháp 


Một mặt lăng trụ có thể xác định nêu cho biêt hình dáng và vị trí 
của hình phẳng thu được khi cắt tât cả các mặt bên của mặt lăng trụ 
bởi một mặt phẳng nào đây và hướng của các cạnh của lăng trụ (hình 
258). Cắt một mặt lăng trụ bằng hai mặt phẳng song song nhau ta 
được hai đáy của lăng trụ. Mặt lăng trụ có thê xác định nêu cho đáy và 
đường cao hay chiều dài của một cạnh bên của nó. 

Khi chọn vị trí mặt lăng trụ để biêu diễn nó, thuận tiện nhât là ta 
đặt các đáy của nó song song với các mặt phẳng hình chiêu. 

Những dâu hiệu nào cho phép xác định một hình biểu diễn đã cho 
là đồ thức của một mặt lăng trụ (hay trong trường hợp riêng, của một 
hình hộp)? Đó là sự tổn tại trên bản vẽ những đoạn thắng! là hình 
chiêu của các cạnh hay các mặt bên, sự tồn tại các hình bình hành hay 
các hình chữ nhật là hình chiêu của các mặt bên và một đa giác bât kỳ 
là hình chiêu của đáy. Các ví dụ được cho trên hình 258-260. Ở đây, 
trong hệ thông E, #ƒ đã biểu diễn một lăng trụ tam giác thăng đứng, 
một lăng trụ tứ giác nghiêng và một hình lập phương (đó là hình lập 
phương có các cạnh bằng nhau và các mặt bên là những hình vuông). 

Nhưng đôi với vật thể biểu diễn trên hình 261, mặc dù có những 
dầu hiệu nào đây trong những dâu hiệu nói ở trên, ta sẽ sai lầm nêu 
khăng định rằng đó là mặt lăng trụ hay là hình hộp. 

Trên hình 261 bên phải chỉ các trường hợp có thê của lời giải. Dĩ 
nhiên trong trường hợp này, để chính xác cần có thêm hình chiêu cạnh 
hay các ký hiệu của các đỉnh. 

Trên hình 262 biểu diễn một lăng trụ tứ giác không đều (đáy là một 
hình thang). Trên hình 263 (ở trên) chỉ cách vẽ hình chiều cạnh của 
lăng trụ này bằng cách dùng đường thẳng phụ trợ. Cũng ở hình ây (ở 
dưới) chỉ cách đặt mặt lăng trụ vào các mặt phẳng tọa độ lây trùng với 
các mặt bên của lăng trụ. C đây, hình chiêu thứ ba được vẽ theo tọa 
độ của các đỉnh. 





Điều kiện này là chung đôi với tâầt cả các đa diện. 
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HÌNH 258. HÌNH 259. C 





C3 BE CỐ 
HÌNH 260. HỈÌNH 961. 


Đẻ xác định một mặt tháp cần phải có hình cắt bởi một mặt phẳng 
với tât cả các mặt bên và giao điệm của chúng. Thường thường trên 
bản vẽ, mặt tháp được cho bằng các hình chiêu của mặt đáy và của 
định tháp; đôi với các tháp cụt —các hình chiêu của hai mặt đáy. 

Khi chọn vị trí của mặt tháp đề biễu diễn nó, hợp lý nhât là đặt đáy 
của nó song song với mặt phẳng hình chiêu. 

Trên hình 264, trong hệ thông E, H biêu diễn một tháp tam giác 
không đều có đáy song song với mặt phẳng #1. Đồ thức cho ta một 
ân tượng rõ ràng về hình dạng của mặt đáy và các mặt bên. Đôi với 
mặt tháp, hai hình chiêu nói chung là đã đủ với điều kiện là trên một 
hình chiêu đã chỉ rõ hình dạng của đáy. Nhưng đôi với vật thể biểu 
diễn trên hình 265, mặc dù gợi nhiều đên mặt tháp, ta sẽ sai lầm nêu 


Tháp tam giác còn được gọi là tứ diện. Chữ «tứ điện» dùng gọi chung cho mọi 
tháp tam giác. Nhưng cũng có khi ị người ta gọi tứ diện là một hình bồn mặt đều. 
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HỈNH 262. HÌNH 263. 


khẳng định rằng đó nhât thiêt là mặt tháp. Ở đây, trong hệ thông ƒ, 
H còn chưa rõ hình dáng của đường nằm trong mặt phẳng cạnh. 
Đường này có thê là đường cong, và do đó, những mặt bên chứa nó 
không phải là những hình phẳng (hình 265, bên phải). Dĩ nhiên, hình 
chiêu cạnh có thể giúp để giải đáp vật thê đã cho có phải là mặt tháp 
hay không. 

Trên hình 266, xem như ví dụ, chỉ cách chọn các trục tọa độ đôi với 
mặt tháp đã cho. Trục z hướng theo chiều cao của tháp, mặt phẳng 
xƠy trùng với mặt đáy của tháp. Với vị trí các trục như vậy, đỉnh 
Š$ được xác định nêu biêt độ cao của nó. 

Nêu cần vẽ trên hai hình chiêu của một đa diện một điểm nằm 
trong một mặt bên nào đó của nó, ta «gắn» điễm ây vào một mặt bên 
tương ứng nhờ một đường thẳng nào đó. 

Trên hình 259 đã vẽ một điểm K của mặt bên 48DC nhờ đoạn 
thắng KM. Ví dụ, giả sử theo hình chiêu đứng đã cho &k“ của điểm 
K cần tìm hình chiêu bằng của K, biêt rằng điểm K nằm trong mặt bên 
ABDC. Muôn vậy, trước hêt ta vẽ hình chiêu đứng của đoạn thẳng 
phụ trợ (k“z), sau đó vẽ hình chiêu bằng của đoạn thẳng này và trên 
đó xác định hình chiêu bằng của điểm K. Vì đoạn thẳng km [la“b“, nên 
km|lab. 

Trên hình 264 chỉ cách vẽ điểm K trên mặt bên S$4€Œ nhờ một 
đường thẳng vẽ qua đỉnh tháp. Nêu hình chiêu bằng k của điểm K đã 
biÊt và cần tìm hình chiều đứng &“, thì ta vẽ đoạn thẳng zzw trước. Sau 
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đỏ theo điểm m tìm điểm 0, ta được đoạn thẳng sz và trên đó, hình 
chiêu k“ muôn tìm. 

Trên hình 267 biểu diễn một mặt ngũ giác cụt và chỉ cách vẽ điểm 
K trên mặt bên 4DC theo hình chiêu bằng & đã cho nhờ đoạn thẳng 
DM. 

Việc chọn đường thắng phụ trợ đề vẽ một điểm trên mặt bên nói 
chung là tùy ý, chỉ côt làm sao cho cách vẽ đơn giản nhât. 

Trên hình 268 biểu diễn một vật thể có dạng mặt tháp tam BIÁC, đều 
có khoét một hình lăng trụ ở trong. Hình chiêu đứng của vật thê đã 
được cho đầy đủ. Trên đồ thức chỉ cách vẽ các điểm 7 và 5 (trên hình 
chiêu bằng) nhờ các đường thăng vẽ qua điểm s%. Các điêm ở, 4 và 
6 (trên hình chiêu bằng) tìm được nhờ những đường thắng thuộc các 
mặt bên S48 và ŠS4C và song song với mặt phẳng H. Hình chiêu bằng 
của những đường thằng này đi qua điểm 7 và song song với 4Ù, đc. 


d" 
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Điểm 2 trong trường hợp hình vẽ có thê tìm được bằng phương pháp 
như đôi với điểm 3 hay nhờ hình chiêu trên mặt phẳng J⁄. 

Trên hình 269 cho ví dụ một đa diện được gọi là hình tựa lăng trụ. 
Trong đa diện như vậy, các mặt đáy song song là những đa giác có sô 
cạnh tùy ý, còn các mặt bên là các tam giác hay hình thang (ví dụ, trên 
hình 269 tam giác 4DE và hình thang BHGC). 


4l. Hệ thông bô trí các hình biểu diễn trong các bản vẽ kỹ 
thuật 


Cơ sở để xây dựng bản vẽ kỹ thuật là phép chiêu thẳng góc. Nó cho 
phép thê hiện (không biên dạng) trên bản vẽ hình dáng và kích thước 
của các đôi tượng được biểu diễn. 

Các hình chiêu được sắp xêp có quy tắc sẽ bảo đảm cho việc hình 
dung được hình dạng của đôi tượng và sự sắp xêp của nó trong không 
gian. Mỗi hình chiêu là một hình biểu diễn theo một hướng nhìn xác 
định (hình 270). 

Trên các bản vẽ kỹ thuật, tùy theo nội dung mà người ta dùng các 
loại hình biểu diễn khác nhau. Chúng được phân ra thành các đạng, 
mặt cắt và hình cắt1!. Ta nói về các dạng. _ 

Dạng là hình biểu diễn của phần hướng về người quan sát được nhìn 
thây của bề mặt đôi trợng. Do đó, trên dạng thê hiện không phải toàn 
bộ đôi tượng đã cho, không phải tât cả các mặt bên, các cạnh v. v.... 
mà chỉ những yêu tô quay về hướng người quan sát. Trong khi đó mỗi 
hình chiêu đều thẻ hiện toàn bộ đôi tượng được biểu diễn. Do đó có 
sự khác nhau giữa hình chiêu và dạng: trên hình chiêu thê hiện toàn bộ 
bề mặt của đôi tượng, trên dạng chỉ có phần của bề mặt ây quay về 
phía người xem và được người xem nhìn thây. Nhưng nêu dùng điều 
chỉ dẫn của tiêu chuẩn nói rằng trên các dạng, cho phép thể hiện cả 
những phần không nhìn thây của bề mặt đôi tượng nhờ những nét đứt, 
thì sự khác nhau giữa hình chiêu và dạng sẽ không còn nữa. Ví dụ, 
trên các hình 268 và 269, mỗi dạng đều hoàn toàn trùng với hình chiêu. 

Trong mục Š5 đã nói rằng trong thực tê thực hiện các bản vẽ máy và 
các bộ phận máy, người ta phải nhờ đên các mặt phẳng hình chiêu 
khác, ngoài các mặt phẳng V, #7, W/. Trên hình 271 chỉ ra sáu mặt bên 
của hình hộp được dùng làm những mặt phẳng hình chiêu cơ bản. 
chúng được gập vào mặt phằng bản vẽ theo các hướng chỉ trên hình 
270. Trong không gian, S//W, 1JH, B/JV. Đồi với mỗi mặt phẳng Ö, 


_ Xem GOST 2.305—68 «Các,hình biểu điễn— các dạng, hình cắt, mặt cắt›, 
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HÌNH 270, 


T, S, người quan sát phải đứng ở vị trí như đã đứng đôi với các mặt 
phẳng EV, H, M, tức là ở vị trí sao cho đôi tượng nằm giữa người quan 
sát và mặt phẳng hình chiêu tương ứng. Kêt quả ta được cách bô trí 
các dạng cơ bản cho trên hình 271, đó là: dạng nhìn từ phía trước (trên 
W), dạng nhìn từ phía trên (trên H), dạng nhìn từ: bên trái (trên M”), dạng 
nhìn từ“ bên phải (trên S), dạng nhìn từ: phía dưới (trên T), dạng nhìn từ: 
phía sau (trên PB). Dạng nhìn từ phía trước còn được gọi là dạng chính, 
vì hình biểu diễn trên mặt phẳng hình chiêu đứng được dùng như hình 
biểu diễn chính trên bản vẽ. 

Cách bô trí này của các dạng ứng với một hệ thông được gọi là hệ 





HÌNH 27. | 
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HÌNH 272. 


góc không gian thứ: nhât (góc nhị điện thứ nhât), hay là hệ châu Âu. Hệ 
thông này được dùng ở Liên Xô khi xây dựng các bản vẽ chê tạo mảy, 
chê tạo công cụ và ở hầu hêt tât cả các nước châu Âu. Bên cạnh hệ 
thông này còn có hệ góc không gian thứ ba (góc nhị diện thứ ba), hệ 
này còn có tên là hệ Mỹ (nó được dùng ở Mỹ, Anh, Hà Lan, Canada 
và một sô nước khác). Trong hệ thông này, mặt phẳng hình chiêu 
được giả thiêt là đặt ở giữa người quan sát và đôi tượng. Trên hình 
272 (bên trái), mặt lăng trụ được đặt sau mặt phằng hình chiêu đứng 
và dưới mặt phẳng hình chiêu bằng; ở đây cũng cho mặt phẳng hình 
chiêu cạnh (tức là mặt lăng trụ nằm trong góc tám thứ bảy). Hướng 
nhìn của người quan sát được chỉ bằng các mũi tên. Người quan sát 
nhìn đôi tượng như nhìn qua các mặt «kính». Cách bô trí các dạng 
(trong trường hợp đã cho dạng nhìn từ: phía trước, dạng nhìn từ phía 
trên và dạng nhìn từ? bên trái) được cho trên hình 272, bên phải. Dạng 
nhìn từ phía trước là phần cơ bản của bản vẽ (đ¿ng chính) cũng giông 
như trên hình 271, nhưng dạng nhìn từ phía trên thì đặt trên dạng 
chính và dạng nhìn từ bên trái — không nằm bên phải (xem hình 268) 
mà nằm ở bên trái của dạng chính. 

Như vậy, khi thực hiện các bản vẽ kỹ thuật người ta dùng hai hệ 
thông, mà với cách nói của hình học họa hình, liên quan với cách đặt 
đôi tượng trong góc tư thứ nhât hay trong góc tư thứ ba của không 
gian. Như đã nói ở trên, ở Liên Xô dùng hệ thông thứ nhât— hệ 
thông của góc không gian thứ nhât. 


42. Giao của mặt lăng trụ và mặt tháp với mặt phẳng và đường 
thắng 


Đẻ vẽ giao tuyên của mặt lăng trụ và mặt tháp với mặt phẳng, ta 
phải hoặc tìm các giao điểm của các cạnh của lăng trụ và tháp với mặt 
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phẳng đã cho hoặc tìm các đoạn thẳng giao của các mặt bên của lăng 
trụ hay tháp với mặt phẳng. Trong trường hợp thứ nhât, bài toán quy 
về cách vẽ giao điểm của đư: Ờng thẳng với mặt phẳng, trong trư ờng 
hợp thứ hai — giao tuyên của các mặt phẳng. 

Khi mặt phẳng cắt không song song với một mặt phẳng hình chiêu 
nào cả thì hình cắt sẽ chiêu có biên dạng. Vì vậy, nêu cần xác định dạng 
thực của hình cắt ! thì phải dùng một trong các phương pháp xác định 
độ dài của đoạn thăng, độ lớn của góc v.v... (xem chương V). 

Trên hình 273 chỉ cách vẽ giao tuyên của một lăng trụ tứ giác thẳng 
với mặt phẳng cho bởi hai đường thẳng cắt nhau É#Ƒ và £G. Gọi mặt 
phẳng này là P. Giao tuyên thu được là một tứ giác mà các đỉnh là 
ø1aO điểm của các cạnh của lăng trụ với mặt phẳng P. Trong trường' 
hợp đã cho, vì lăng trụ là lắng trụ thắng đứng và đáy của nó song song 
với mặt phẳng HH, nên hình chiêu bằng của giao tuyên được xác định 
ngay mà không cần vẽ thêm gì: nó trùng với hình chiêu a0cd. Các điểm 
K và L— giao điểm của các cạnh lăng trụ đi qua các điểm 4 và Ð với 
mặt phằng P, có thể tìm được nhờ mặt phẳng phụ trợ Š chứa mặt bên 
của lăng trụ: Šx P= ï—2, từ đó tìm được k“ và /. Cũng như vậy, 
nhờ mặt phẳng phụ trợ 7, ta được 7 x P = 3—-4 và các điểm mm, n. 

Như vậy, cách vẽ trình bày trên hình 273 là dùng các mặt phẳng 
phụ trợ Š và 7 đi qua các mặt bên tương ứng của lăng trụ để vẽ các 
đoạn thẳng KL và 4N của giao của các mặt bên này với mặt phăng ?. 

Trên hình chiêu đứng, giao tuyên gồm cả phần thây và phần khuât; 
phần thây của giao tuyên nằm trên các mặt bên thây và hướng về phía 
người xem. Trên hình 213, phần dưới của lăng trụ nằm dưới mặt 
phẳng P là phần khuât. Ở đây chỉ vẽ phần giao tuyên trên các mặt bên 
của lăng trụ. Nêu mặt phẳng cắt vuông góc với một trong các mặt 
phẳng hình chiêu (hình 274, bên trái) thì hình chiều của giao tuyên thu 
được trực tiêp, không cần có động tác vẽ phụ nào: hinh chiêu đứng 
k“pwr nằm trên vêt Q„„ hình chiêu bằng kpưm trùng với hình chiêu 
của lăng trụ. | 

Trên hình 274, bên phải chỉ cách vẽ giao của lăng trụ với mặt phẳng 
Q cho bởi hai đường thẳng cắt nhau 48 và BM;, trong đó BM; 
song song với các cạnh của lăng trụ. Nó sẽ cắt lăng trụ theo hình bình 
hành ¡_—2——3—4, mà các cạnh ï—2 và 3——4 song song với các 
đường sinh của lăng trụ. Để vẽ các cạnh này ta vẽ vêt của mặt phẳng 
Q trên mặt phẳng chứa đáy của lăng trụ, vêt này cắt đáy lăng trụ theo 
đường thẳng ¡—4. 

L Ta sẽ dùng thuật ngữ «dạng thực của hình cắt» trong trường hợp hình cắt được 
chiêu không biên dạng. 
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g 
Trên hình 275 chỉ cách vẽ giao của mặt tháp với mặt phẳng thường 
P cho bởi các vêt. Công việc quy về việc tìm g1ao điểm của các cạnh 
SA, SB, SC với mặt phẳng P, tức là về bài toán tìm giao điểm của. 
đường thằng với mặt phẳng (xem mục 25). Ta xét cách tìm điểm L, 
điểm mà cạnh SZ cắt mặt phẳng P. Các bước vẽ như sau: 1) Qua S8 về 
mặt phẳng phụ trợ, ở đây là mặt phẳng chiêu bằng Ó. 





HÌNH 274. 
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2) Tìm giao tuyên ¡——2 của các mặt phằng P và O. 

3) Tìm giao điểm L của các đường thắng SB và 1—2. 

Tiêp theo, vì trong trường hợp đã cho cạnh S4 nằm song song với 
mặt phẳng Ƒ, mặt phẳng phụ trợ vẽ qua S44 là mặt phằng R. Mặt 
phẳng này cắt P theo một đường mặt đi qua điềm 3. Đường mặt này 
cắt cạnh S4 ở điểm K. 

Bây giờ ta chú ý một đặc điểm khác trong ví dụ đã cho: hình chiêu 
ac song song với vêt P„ Đây là trường hợp khi hai mặt phẳng có 
các vêt bằng song song nhau (P,//ac; ac là một phần của vêt bằng 
của mặt phẳng chứa mặt bên ,S4C), nên giao tuyên của chúng là một 
đường thằng. Do đó ta có thể vẽ qua điểm K vừa tìm được một đường 
thẳng song song với cạnh 4C (hay //P,) và tìm được điểm A⁄. Nêu 
những đặc điểm trên đây không có thì ta làm tương tự như cách về 
điểm L. 

Đồ thức trên hình 275 được thực hiện với giả thiêt là mặt phẳng 
P trong suôt và yêu cầu chính là vẽ trên các mặt bên các đường chia mặt 
tháp ra hai phần. 

Giả sử (hình 276) cắt mặt tháp bằng mặt phẳng P cho bởi hai 
đường thẳng cắt nhau 4 và Sð đi qua đỉnh của tháp. Mặt phẳng P sẽ 
cắt tháp theo một tam giác mà một đỉnh là S. Đề tìm hai đỉnh kia của 
tam giác— các điểm ¡ và 2, ta vẽ vêt của mặt phẳng P trên mặt phẳng 
chứa đáy tháp. Công việc còn lại thây rõ trên hinh vẽ. 

Khi cắt một mặt lăng trụ hay một mặt tháp bởi một đường thẳng, 
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ta được hai giao điểm gọi là điểm vào và điểm ra. Đề tìm các giao điềm 
này, ta vẽ qua đường thẳng một mặt phẳng phụ trợ rổi tìm giao tuyên 
của nó với các mặt bên. Giao tuyên này và đường thăng đã cho, cùng 
nằm trong một mặt phẳng, cắt nhau cho ta các giao điểm của đường 
thăng với mặt. 

Cũng có thê có trường hợp không cần động tác vẽ phụ nào như ví 
dụ cho trên hình 277. Vị trí các hình chiêu k và m thây hiển nhiên vì các 
mặt bên của lăng trụ vuông góc với mặt phẳng H. Theo các điểm k và 
m ta tìm được các điêm k và øw. 

Trên hình 278 chỉ cách vẽ các giao điểm của đường thăng với mặt 
tháp. Qua 4ð ta vẽ mặt phẳng phụ trợ chiêu đứng @. Hình chiêu đứng 
của øiao tuyên của tháp với mặt phẳng này trùng với hình chiêu đứng 
của mặt phẳng. Hình chiêu bằng của giao tuyên tìm được bằng các 
đường dóng. Các giao điểm của hình chiêu bằng của đường thằng 4B 
với hình chiêu bằng của giao tuyên là hình chiêu bằng của các điểm 
muôn tìm. Theo các hình chiêu bằng tìm được này (các điêm k và m), 
ta vẽ các hình chiêu đứng (k và mm) của các giao điểm. 


Còn có thể vẽ các giao điểm của đường thẳng với mặt lăng trụ 
bằng cách dùng phép chiêu phụ: thay cho phép chiêu vuông góc ta 
dùng một phép chiêu xiên! như sau: chiêu mặt lăng trụ và đường 


' Xem mục 2. 
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thắng 4 (hình 279) lên mặt phẳng # theo hướng song song với các 
cạnh của lăng trụ. Lăng trụ sẽ chiêu thành tam giác c¿đ,e„ trùng 
với hình chiêu bằng của đáy dưới của lăng trụ, còn đường thằng 
AB sẽ chiêu thành đường thẳng 4z„b, cắt các cạnh của tam giác 
c„đ,e„ tại hai điểm 2 và 3. Bằng cách chiêu ngược lại ta được các 
hình chiêu k¡, k; và theo đó được kị và *¿. 

Ta đã xét cách vẽ giao của các mặt lăng trụ và mặt tháp với mặt 
phẳng và đường thăng. Cách vẽ quy về bài toán tìm giao của hai mặt 
phẳng và giao của đường thẳng với mặt phẳng đã trình bày trong các 
mục 2426. Chúng có ý nghĩa rât quan trọng và sẽ còn gặp trong 
nhiều trường hợp. Chúng cũng là những bài toán cơ bản dùng đề vẽ 
giao của các mặt đa diện mà ta xét trong mục sau. 

CÂU HỘI CHO CÁC MỤC 39—42 
I. Chu vi thây ngoài của một vật thể đôi với một mặt phẳng hình chiêu là gì? 
2. Một mặt lăng trụ cho bằng những yêu tô gi? 
3. Những dâu hiệu gì cho phép khẳng định rằng bản vẽ đã cho là hình biểu diễn 
của một mặt trụ (hay một hình hộp)? 
4. Một mặt tháp được cho bằng những yêu tô gì? 
. €Fứ diện» là gi? 
. Trong điều kiện nào thì hai hình chiêu là đủ để biểu diễn một mặt tháp? 
. Hình tựa lăng trụ là hình gi? 
.- Trên các bản vẽ máy, người ta gọi đạng là gì? 
.. Dạng và hình chiêu khắc nhau ở chỗ nào và khi nào thì không còn sự khác nhau 
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I0, Trong các bản vẽ kỹ thuật người ta dùng những hệ thông các hình biêu diễn 
nào? 

11. Làm thê nào để vẽ giao của mặt tháp và mặt lăng trụ với mặt phẳng? 

12. Làm thê nào để vẽ giao của mặt lăng trụ hay mặt tháp với đường thăng? 

13. Có thể xác định các phương pháp chung giữa các phép vẽ này và cách vẽ giao 
điểm của đường thẳng với mặt phẳng không? 

14. Một mặt phẳng song song với các cạnh của lăng trụ sẽ cắt lăng trụ theo hình gì? 

I5. Một mặt phẳng đi qua đỉnh thấp sẽ cắt tháp theo hình gì? 

1ó. Phép chiều xiên cỏ thể được dùng để tìm giao điểm của đường thẳng với mặt 
lãng trụ như thê nào? 


43. Giao của các đa diện 


Giao của hai đa diện có thể vẽ bằng hai cách: hoặc kêt hợp chúng 
với nhau hoặc tùy những điều kiện của bài toán mà chọn cách nào đề 
vẽ đơn giản nhât. Những phương pháp ây như sau: 

L) Xác định các giao điêm của các cạnh của mặt thứ nhật với các một 
bên của mặt thứ- hai và của các cạnh của mặt thứ: hai với các mặt bên của 
mặt thứ: nhất }. 

Nôi các điểm tìm được theo một thứ tự xác định bằng một đường 
gâp khúc, ta được giao tuyên của các mặt đã cho. Tât nhiên chỉ được . 
nôi bằng những đoạn thăng những hình chiêu của các điểm cùng nằm 
trong một mặt bên. 

2) Xác định các đoạn thẳng là giao của các mặt bên của mặt này với 
các mặt bên của mặt kia?. | 

Những đoạn thăng này là các cạnh của đường gầp khúc giao tuyên 
của hai đa diện. 

Nêu hình chiêu của cạnh của đa diện này không cắt hình chiều của mặt 
bên của đa diện kia, dù chỉ trên một hình chiều, thì cạnh và mặt bên ây 
không cắt nhau. Nhưng rêu hình chiêu của cạnh và mặt cắt nhau thì 
cũng chưa có nghĩa là cạnh và mặt ây cắt nhau trong không gl1an. 

Trong một sô ví dụ trình bày dưới đây, ta dùng những phương 
pháp tổng quát nêu trên để tìm các giao điểm, trong một sô ví dụ khác 
thì dùng những đặc điểm riêng để làm đơn giản việc vẽ. 

Ví dụ trình bày trên hình 268 có thể xem như ví dụ về giao của lăng 
trụ và tháp. Các điểm 2 và 3 là các giao điểm của cạnh của tháp với 
mặt đáy trên và mặt đáy dưới của lăng trụ. Các đường thăng đi qua 
các điểm 5 và ố là giao của các mặt đáy ây của lăng trụ với mặt bên 
SẠC của tháp. 


! Bài toán về giao điểm của đường thẳng với mặt phẳng. 
2 Bài toán về giao tuyên của hai mặt phẳng. 
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Trên hình 280 vẽ giao của một lăng trụ tam giác với một tháp tam giác bằng cách tìm 
các g1ao điểm của các cạnh của mặt này với các mặt bên của mặt kia. Trên hình 281 chỉ 
cách vẽ các g1ao điểm 4, 4; của cạnh S44 của tháp với các mặt bên DEE,D, và 
EFF,E, của lăng trụ. Qua c senh SA về mại phẳng Q (mật phẳng chiêu bằng). Trên 
hình chiêu bằng, mặt phẳng này cắt các cạnh của lăng trụ ở các điểm /, 2, 3, theo đó tìm 
được hình chiêu đứ ng của các giao điểm của Q với các cạnh ây là 7, 2, 3. Ký hiệu 
đi›đ› là các giao điểm của œøs với các cạnh của tam giác /23. Các điểm 
a„,a; là hình chiêu đứng của các giao điểm của cạnh S4 với các mặt bên của 
lăng trụ. Hình chiêu bằng của chủng —— các điểm aø, và ø;. tìm được trên hình chiêu 
bằng của cạnh ,S4. Cũng làm như vậy đôi với các cạnh Sð, SC, ta được các điểm Ö,, 
B„, C\, C; (hình 280). 

Sau đó ta tìm các giac.điễm của các cạnh của tháp với các mặt bên của lắng trụ cũng 
bằng cách dùng các mặt phẳng phụ trợ chiêu bằng (dĩ nhiên trong trường hợp này, cũng 
như trường hợp trên, có thê dùng mặt phẳng phụ trợ chiêu đứng). Cạnh DD, cắt tháp. 
ờ các điểm D,, D,. Các cạnh EE, và FF¡ không cắt các mặt bên của tháp. 

Để khỏi nhầm lẫn khi phải có nhiều đường vẽ phụ, ta cỏ thể sắp xếp các giao điểm 
tìm được như sau: 








Các cạnh Các mặt bên có Giao điểm của các Vị trí của điểm 
giao điểm với các cạnh với các mặt trong thứ tự đề nôi 
cạnh bên các điểm 

_ ME, Ái 1,6 
bên EEF,E, A, | 
: DEE.D. ồ, 2 
Tháp SB EFF,E, | B, H 
%C „ F0, C) 4 

| EETF.E: C IH 
DD, SCB 5D, 3 

Lăng SAC D, 5 

(trụ bÈ) không — "` — 

th. -nt- “WNSS — 





Trong ví dụ này ta được hai đa giác hy nh ". Trong bảng thứ tự để nôi thành các 
đa giác, một đa giác được chỉ bằng các sô 17, 2... và đa giác kia chỉ bằng các sô I, II... 
Điều này có nghĩa là điểm z(1) phải nôi với điểm b; ., điểm ở, nôi với 
điểm d(3). dạ—với điểm c4), cí với đ;š (5) và cuôi cùng đšÿ nồi với 
điểm ai (6). 

Trong cách vẽ chỉ trên các hình 280, 281 ta đã dùng các mặt phẳng phụ trợ chiều 
bằng. Và mặc dù việc dùng các mặt phẳng chiêu bằng hay chiêu đứng làm mặt phẳng 
phụ trợ đề tìm giao điểm của đường thắng với mặt phẳng hay của hai mặt phẳng (nỏi 
trong trường hợp tìm giao điểm của hai đa điện) là thuận lợi và là phương pháp thông 
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thường, vẫn có thế có trường hợp dùng mặt phẳng thường làm mặt phẳng phụ trợ sẽ 
ưu việt hơn, ít phải dùng đường vẽ phụ hơn. Nhưng muôn vậy phải có những điều kiện 
tương ứng. Ví dụ như trên hình 282, hai đáy của hai tháp cùng nằm trong một mặt 
phẳng. Qua các đỉnh tháp ta vẽ một đường thẳng và tìm vềt của nó (điểm M) trên mặt 
phẳng chứa các đáy. Một mặt phẳng bât kỳ vẽ qua đường thẳng S7, vì đi qua các đỉnh 
tháp nên sẽ cắt các mặt bên của chúng theo những đường thẳng qua đỉnh (xem hình 
276); vêt của những mặt phẳng này trên mặt phẳng chứa các đáy tháp phải đi qua điểm 7. 

Ví dụ ta có thê vẽ một đường thẳng mm bầt kỳ và xem nỏ là vêt của mặt phẳng như 
vậy; trên hình 282, vêt của mặt phẳng này trùng với hình chiêu z„/. 

Mặt phẳng này cắt đáy tháp 4BCS tại các điểm zø và r; nôi chúng với s ta được hình 
chiêu của giao của tháp với mặt phẳng đang xét (mặt phẳng chứa cạnh 7#) và tìm hình 
chiêu của các giao điểm của cạnh TF—các điểm /, và ƒ;; tìm hình chiêu đứng của 
những điểm này không có gì khó khăn. Bằng cách như vậy đôi với mọi cạnh của hai 
tháp, ta được tât cá những điểm cần thiêt để vẽ giao tuyên. Giao điểm của các cạnh đáy 
được xác định trên hình chiều bằng, không cần các động tác vẽ phụ. 
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Trong bảng ở dưới có cho sơ đổ vẽ. 

Cũng có thể dùng cách vẽ chỉ trên hình 282 khi, chẳng hạn, đáy của một tháp nằm 
trên mặt phẳng #7 và đáy của tháp kia nằm trên mặt phẳng V. Khi đó, trong trường hợp 
chung, phải tìm vết của đường thẳng vẽ qua các đỉnh tháp trên các mặt phẳng #7 và mặt 
phẳng Ƒ, và tương ứng, vêt bằng và vêt đứng của mỗi mặt phẳng phụ trợ. Cũng có thể 
dùng phương pháp chỉ trên hình 282 đôi với trường hợp hai tháp cho việc tìm giao của 
trụ và tháp bằng cách vẽ đường thẳng đi qua đỉnh tháp và song song với các cạnh của 
lăng trụ. Những mặt phẳng vẽ qua đường thằng này sẽ cắt các mặt bên của lãng trụ theo 
những đường thắng song song với cạnh của nó và cắt các mặt bên của tháp theo những 
đường thẳng đi qua đỉnh. Đôi với trường hợp của hai lăng trụ, ta có thể dùng các mặt 
phẳng cắt phụ trợ song song với các cạnh của cả hai lăng trụ. 

Cũng có thể dùng phép thay mặt phẳng hình chiêu nêu trong hai mặt có một mặt là 
mặt lăng trụ: sau khi vẽ hình chiêu của các đa diện trên mặt phẳng vuông góc với các 


.. của lăng trụ, ta dùng các mặt bên của lăng trụ ở vị trí này làm những mặt phẳng 
Cát. 
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sơ L4 Các mặt bên cắt Các cạnh cắt các Giao điểm 
26124 nh Jc Ò các cạnh được xét cạnh được xét 
C7 ——————— 
- ACS — _ F. 
CBS == E, 
DT 
không — — 
FD vs AC Á\ 
~- AB 4, 
“ẻ 5C A, 
ch = AB A, 
⁄ cC. ¿` BC Á; 
d — AC 4; 
AS không Tu 
BS = — 
CS se — — 





44. Những phương pháp chung để khai triền các mặt bên của 
lăng trụ và tháp 


Việc khai triển các mặt lăng trụ có thê tiên hành theo hai sơ đồ. Sơ 
đồ thứ nhât (hinh 283): 

I) Cát lăng trụ bằng một mặt phăng vuông góc với các cạnh; 

2) Xác định chiều dài các đoạn thằng của đường gâp khúc giao 
tuyên của lăng trụ với mặt phăng nói trên; 

3) Trải đường gầp khúc thành đường thẳng 4¿Ðạ và trên các 
đường vuông góc với đường thằng 4¿Ðạ vẽ qua các điểm 44, 
Bụẹ..., ta đặt chiều dài các đoạn thắng của các cạnh 4s4, 4a4,, 
bạẹB, BụẹổB\ V.V...; 

4) Vẽ các đoạn thắng 4B, ĐC, CD và các đoạn thắng 4,ð,, 
Đ:U( Cu 

Sơ đồ thứ hai để khai triên mặt lăng trụ như sau (hình 284): 

I) Chia các tứ giác (các mặt bên) bằng những đường chéo thành 
những tam giác; 

2) Xác định chiều dài các cạnh của những tam giác ây; 
1ó4 
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HÌNH 284. 





HỈÌNH 285. HÌNH 286. 
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3) Vẽ lần lượt các tam giác 1, 2, 3... lên mặt phẳng bản vẽ. 

Cũng có thể vẽ hình khai triển như chỉ ở sau, trên hình 287. 

Trên các hình 285 và 286 cho ví dụ khai triển mặt xung quanh của 
lăng trụ. ' 

Cách vẽ hình khai triển được tiên hành theo sơ đồ thứ nhât. Trên 
hình 2§5 thực hiện các động tác vẽ chuẩn bị cho việc khai triển mặt. - 
Trước hêt ta đưa vào mặt phẳng hình chiêu phụ Š vuông góc với mặt 
phẳng #7 và song song với các cạnh của lăng trụ. Đề thu được tiêt diện 
thăng góc, ta vẽ mặt phẳng @ vuông góc với các cạnh của lăng trụ. 
Trong hệ thông 3S, #, mặt phẳng Q vuông góc với mặt phẳng Š và do 
đó, hình chiêu của tiêt diện trên mặt phẳng Š nằm trên vêt Ó,. Vì mặt 
phăng Ó vuông góc với các cạnh của lăng trụ nên hình chiêu của các 
cạnh này trên Š vuông góc với Q,, và vì mặt phẳng ®$ song song với 
các cạnh nên chiều dài của chúng bằng chiều dài các đoạn thẳng 
ae, bý... Sau đó, nhờ hình gập của mặt phẳng @ vào mặt 
phằng #jƒ ta xác định được dạng thực của tiêt diện—tứ giác 
la2a3,4¿ Trên hình 286 vẽ hình khai triển cẩn tìm: Trên một 
đường thắng đặt lần lượt các đoạn —2= lạ2, 
2—3= 2,3, v.v.. Qua các điểm 7, 2... vẽ các đường thẳng 
vuông góc với đường thắng và trên chúng đặt các đoạn thẳng 
LẠ = im. TE mijð¿š" 2Be 7D: V/V... Sâu: ' đÖ :: VỀ'.:G&€ 
đường gâp khúc 4ABCDA và EFGHE. 

Trên hình 287 cho một cách vẽ khác. Sau khi vẽ hình chiêu của lăng 
trụ trên mặt phẳng Š song song với các cạnh của lăng trụ, từ các điểm 
©%h„» Ø„, ƒ, 4a, đ, c và b ta vẽ những đường thẳng 
vuông góc với e4, Với e¿' làm tâm ta vẽ cung tròn bán kính 
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bằng eh; nó cắt đường thẳng vẽ qua ?„ ta được điểm Hy lây Họ 
làm tâm ta vẽ cung tròn bán kính bằng ”hg, nó cắt đường thăng vẽ qua 
đểm gø„ ta được điểm Œy v.v.. (GŒsFa = øØƒ, tobo = ƒ©). 
Qua các điểm Hạ, Œy, ƑFq Eạ ta vẽ những đường thẳng song 
song với e¿z., đên cắt những đường thẳng tương ứng vẽ qua các 
điểm đ, c„ b, và a,. 

Cách làm này hợp lý khi chiều dài các cạnh đáy có thê lây trực tiềp 
trên bản vẽ. 

Việc khai triên mặt bên xh mặt tháp có thể tiên hành theo các 
bước sau: 

1) Xác định chiều dài của các cạnh tháp và các cạnh của đáy tháp;. 

2) Vẽ trong mặt phẳng hình vẽ lần lượt các tam giác là các mặt bên 
của tháp. 

Trên hình 288 đã vẽ hình khai triển của mặt xung quanh của tháp 
và có vẽ cả các cạnh của tam giác giao tuyên của tháp với một mặt 
phẳng. Chẳng hạn, tam giác ⁄4e¿S¿ở; được vẽ theo 3 cạnh: đáy 
AsBạ lầy bằng hình chiêu bằng ab, các cạnh bên lây bằng chiều dài 
thực của các cạnh S44 và Šð (tức là bằng các đoạn thắng #4, và 
#b/. Sau đó, trên cạnh S;Ö; ta vẽ tam giác thứ hai với hai cạnh 
còn lại là: BạCạ bằng hình chiêu bằng b%c, cạnh S;CŒ; bằng 
chiều dài của cạnh Š€ (tức là bằng đoạn thẳng sc/). Cũng bằng cách 
như vậy ta vẽ tam giác thứ ba và có được hình khai triên của mặt xung 
quanh của tháp. Nêu trên các cạnh sS%;4; S%sÖ;, SạCŒc ta 


Ko Áo 


0 
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đặt các đoạn thẳng SọQ S¿ÄX⁄¿ và sS¿W¿ bằng các đoạn 
thắng của các cạnh của tháp bị cắt bởi mặt phẳng, ta sẽ được đường 
gâp khúc KạÄ⁄¿MN¿XKg tạo nên từ các cạnh của giao tuyên. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 43, 44 


{. Làm thê nào để vẽ giao của hai mặt đa diện? 

2. Đề vẽ giao hai mặt tháp, trong trường hợp nào thì nên dùng mặt cắt phụ trợ là 
những mặt phẳng thường và vẽ các mặt phẳng này như thê nào? 

3. Có thể khai triển các mặt trụ, mặt tháp theo những sơ đồ nào? 

4. Trong trường hợp nào những hình khai triển ây là đầy đủ? 
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Chương VH 
Đường cong 


45. Khái niệm chung về đường cong và phép chiêu các đường 
cong 


Có thê hình dung đường cong như là quỹ đạo của mội diêm chuyển 
động trong mặt phẳng hay trong không gian. Ví dụ, những đường cong 
mà ta đã biêt trong giáo trình vẽ kỹ thuật ở trung học như đường xoắn 
ôc Acsimet, đường xoắn ôc trụ. Có thể xem đường cong như: là giao 
của hai mặt (ví dụ. giao của hai mặt trụ), hay giao của một mặt với một 
mặt phẳng (ví dụ, elip là giao của một mặt trụ tròn xoay thắng đứng 
với một mặt phẳng không vuông góc với trục của mặt trụ). T7røwg 
nhiều trường hợp, đường cong là quỹ tích của những điểm thỏa mãn 
những điều kiện xác định (vòng tròn, elip, parabôn...). 

Đường cong được xác định bởi vị trí của các điểm hợp nên nó. 
Các điểm của đường cong được xác định bởi các tọa độ của chúng. 

Đường cong gồm có đường cong phẳng, tức là đường cong mà mọi 
điểm của nó cùng nằm trong một mặt phẳng và đường cong không 
gian, tức là đường cong mà các điểm của nó không nằm trong một mặt 
phăng!. 

Những ví dụ của đường cong phẳng là đường tròn, elip, parabôn, 
đường xoắn ôc Acsimet; những ví dụ của đường cong không gian là 
đường xoắn ôc trụ, giao tuyên của một mặt trụ tròn xoay thăng đứng 
với một mặt nón. 

Để vẽ các hình chiêu của đường cong (phẳng hay ghềnh), ta phải vẽ 
các hình chiêu của một loạt điêm của chúng (hình 289). Ví dụ về vẽ các 
hình chiêu của đường cong phẳng theo các điêm đã được cho trên 
hình 119. 

Đường cong không gian được chiêu thành một đường cong 
phẳng. Đường cong phẳng cũng được chiêu thành một đường cong 
phẳng hay thành một đường thăng nêu đường cong ây nằm trong mặt 
phẳng vuông góc với mặt phẳng hình chiêu. Một đường cong được 
gỌI là có guy luật nều nó được tạo thành theo một quy luật hình học 
nào đây. Nêu trong hệ tọa độ Đêcac, đường cong được xác định bằng 





' Đường cong không gian—đường cong ghềnh——-còn gọi là đường cong có độ 
cong dôi. 
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HÍNH 289. 





HINH 2901 HÌNH 29]. 


một phương trình đại sô thì đường cong được gọi là đường cong đại 
kề Đường elip là một ví dụ: phương trình của nó là 

"4 

SN 

' của phương trình xác định «bậc» của đường cong: elip là 

đường cong bậc hai. Đường cong là hình chiêu của một đường cong 


= Ì, 


Nêu đường cong được xác định bằng một phương trình không đại sô thì gọi là 
đìrờng cong siêu việt. 
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đai sô nào đó sẽ là một đường cong có bậc bằng bậc của đường cong 
đã cho, hay là một đường cong có bậc thâp hơn. 

Trong trường hợp chung, tiêp tuyên của đường cong được chiêu 
thành tiêp tuyên của hình chiêu của đường cong. Ví dụ, nêu vẽ một 
tiếp tuyên với vòng tròn nằm trong mặt phằng hợp với mặt phẳng 
hình chiêu một góc nhọn, thì tiêp tuyên này được chiêu thành tiêp 
tuyên của elip là hình chiêu của vòng tròn. Trên hình 289 biêu diễn một 
đường cong ghềnh, các hình chiêu của nó trên W và trên 7, tiêệp tuyên 
của đường cong ở điểm K và các hình chiêu của tiêp tuyên này. Mặt 
phẳng chiêu đi qua tiêp tuyên với hình chiêu của đường cong sẽ tiêp 
xúc với đường cong trong không gian. Đê hình dung đường cong. 
trong không gian được rõ hơn, khi cho đường cong phăng hay ghềnh 
bằng các hình chiêu của nó, cần phải chỉ trên các hình chiêu những 
điểm đáng lưu ý đôi với chính đường cong và đôi với vị trí của chúng 
so với các mặt phăng hình chiêu. Chẳng hạn, ta có thê lưu ý đên những 
điểm của đường cong là điểm xa nhât hay gần nhãt đôi với các mặt 
phăng hình chiêu. Muôn vậy, ta vẽ những mặt phẳng tiêp xúc với 
đường cong và song song với các mặt phẳng hình chiêu tương ứng: 
trên hình 290, mặt phẳng Š song song mặt phẳng ƒW cho phép khẳng 
định rằng điểm G của đường cong trong không gian là điểm xa mặt 
phằng V nhât. 

Tính cong của đường cong phẳng hay ghềnh có thê là không thay 
đôi (trên toàn bộ đường cong hay trên các đoạn riêng biệt của nó) hay 
là thay đổi ở những điêm khác nhau của đường cong. Ví dụ, tính cong 
của đường tròn hay tính cong của đường xoắn ôc trụ là không đỗi trên 
toàn bộ đường cong, còn tính cong của đường elip thì giông nhau trên 
mỗi cung phần tư của nó, nhưng trong mỗi phần tư thì tính cong thay 
đôi liên tục. Ta dùng thuật ngữ độ cong của đường cong. Độ cong 
được biểu diễn bằng một sô. Nó đặc trưng cho đường cong tại điểm 
đã cho, hay chính xác, ở một cung vô cùng bé —là /ân cận của 
điểm này. 

Chiều dài của một đoạn nào đây của đường cong phẳng hay ghềnh 
được xác định gần đúng bằng cách thay đường cong bằng một đường 
gầp khúc nội tiêp trong đường cong này, rồi đo chiều dài của các đoạn 
của đường gâp khúc (tât nhiên không kế những đường cong mà chiều 
đài của nó có thể xác định bằng những cách tính toán nào đây)!. Đê 
làm nhỏ sai sô, ta lây những đoạn thằng của đường gâp khúc có chiều 
đài gần với chiều dài của cung đường cong mà các đoạn thẳng ây là 


—————__—.==— 


Ví dụ, đường tròn, đường xoắn ôc trụ (xem mục 48 ở sau). 
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các dây cung. Trên hình 291 chỉ cách xác định chiều dài của đường 
cong 4C: chia hình chiêu bằng— đưc ờng cong abc— thành những 
phần nhỏ và ‹đrải» nó ra thành đoạn thắng trên trục x sao cho các 
đoạn thẳng z„J„ 7/„b„.. tương ứng bằng các dây ai, 1b... 
Qua các điểm 4, lạ... ta vẽ các đường vuông góc với trục x vì 
trên đó đặt độ cao của các điểm của đường cong. Ta được đường gâp 
khúc mà chiều dài của nó có thê xem là chiều dài gần đúng của đường 
cong 48C. 


46. Các đường cong phẳng 

Khi quay cát tuyên KS, (hình 292) quanh điểm K sao cho điểm 
K, tiên gần đên điểm K, ta được vị trí giới hạn K7T—vị trí của 
đường tiêp tuyên của đường cong tại điểm K. Tiêp tuyên của đường 
cong cho ta hướng chuyên động của điểm tạo nên đường Cong. 
Hướng của tiêp tuyên đại một điểm nào đó được gọi là hướng của 
đường cong tại điểm ây. 

Vẽ qua điểm K đường thằng KN L K7, ta được pháp tuyên của 
đường cong ở điểm XK. Pháp tuyên của đường tròn trùng với đường 
thắng chứa bán kính của nó. Cách vẽ pháp tuyên của elip đã chỉ trong 
mục 2]. 

Trên hình 292, tại điểm K, đường cong là /rơz: tại điểm K, đường 
cong có một tiêp tuyên. Nêu đường cong chỉ gồm những điểm như vậy 
thì gọi là đường cong trơn (hình 293, bền trái). Nhưng trên đường 
cong có thể có những điểm tại đó có hai tiêp tuyên hợp với nhau một 
ĐÓC không bằng 180° (xem hình 293, bên phải). Những điểm như vậy 
gọi là điểm gây hay điểm góc và tại những điểm ây, đường cong không 
phải là trơn. Ở đây như là có hai đường cong 4ð và 8C cắt nhau 
dưới một góc ọ. Nêu góc bằng 180° thì những đường cong 4ÿ và 
BC tiêp xúc nhau và tại điểm 8, mỗi đường đều là trơn. Những đường 
cong tiêp xúc nhau có cùng một tiêp tuyên tại điểm chung của chúng và 
những pháp tuyên của các đường cong tại điểm này cùng nằm trên 
một đường thẳng. 

Trên hình 294, tại điểm K của đường cong vẽ đường tiêp tuyên KT 
và pháp tuyên KN. Nêu tại mọi điểm của đường cong đều lặp lại vị trí 
như đôi với tiêp tuyên và pháp tuyên trong lân cận vừa xét!, thì 
đường cong được gọi là đường cong lồi và các điềm của nó là các điểm 
thưởng. Đường elip là một ví dụ. 

Trên hình 295 cho các điểm: 4— điểm uôn, tại điểm này đường 
cong cắt tiêp tuyên; B8 và € là những điểm lời, tại đó đường cong có 

'LỠ đây ta hiểu lân cận là những điểm của đường cong ở gần điểm được xét. 
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HINH 294. HÌNH 295, 


dạng nhọn và tiệp tuyên là tiêp tuyên chung của cả hai nhánh (ở đó 
B được gọi là điểm lời loại một và C là điểm lùi loại hai). Ở đây ta đã 
chạm đền cái gọi là những điểm đặc biệt của đường cong!, chăng hạn, 
những điêm mà ở đây hướng chuyên động của các điểm tạo nên 
đường cong đôi ngược lại (những điểm lùi) hay nhảy vọt (xem trên 
hình 293, điểm 2). 

Còn có thê chỉ ra điểm kép (điểm nút hay điểm 0 cải), tại đây 
đường cong tự cắt và có hai tiêp tuyên (hình 296, điểm D) và điểm rự 
tiêp xúc, tại đó đường Cong cũng BẤP nhau nhưng hai tiêp tuyên trùng 
nhau (hình trên, điệêm #). Có thể gặp tât cả những trường hợp này 
trên các hình chiêu của các đường cong phẳng: đôi với đường cong 
phẳng chỉ cần có một hình chiêu cũng đủ (dĩ nhiên, nêu hình chiêu này 
không phải là đường thắng) đề kêt luận về tính chât của các điểm của 
nó, bởi vì mỗi đặc điểm của hình chiêu biểu diễn cho một đặc điểm 
như vậy của đường cong phẳng. 

Độ cong của đường cong phẳng tại một điểm 44, bât kỳ của nó (hình 297) là giới 
hạn của tỷ sô của góc giữa các tiêp tuyên vẽ qua các điểm lân cận 44, và 4; của 
đường cong với cung 4,4; khi 4; tiên tới 4;: 
sp 

 h cọ 


Vậy, độ cong của đường cong tại một điểm 4 của nó là giá trị giới hạn của tỷ sồ của 
BÓC @, với cung 44,4,. Ta ký hiệu độ cong bằng chữ š. 


¬—————ỄŠỄễ_—ễ>ỄẺỄ - 
? Những điểm đặc biệt được nghiên cứu trong các giáo trình «Hình học vi phân». 
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HÌNH 3196 


Dĩ nhiên góc ọ, cũng là góc giữa các pháp tuyên của đường cong tại các điểm 
4,và 4;. Ta hình dung có một vòng tròn đi qua điểm 4, (hình 297) và hai điểm 
Khác cẵa đường cong ở gần với nó. Khi hai điểm này tiên tới 4, thì vòng tròn sẽ đền 
vị trí giới hạn của nó và giao điểm của các pháp tuyên có vị trí giới hạn C;và xác định 
một bản kính Œ,4, nào đây. Khi đó, vòng tròn sẽ tiêp xúc với tưởng cong tại điểm 
4, và chúng có ghnuở một tiêp tuyền và một pháp tuyên; tâm của vòng tròn mật tiệp 
nằm trên pháp tuyên này. Ta.dùng các thuật ngữ: uòng fròn cong của dường cong ở: điểm 
đã cho, tâm cong (hay là tâm của vòng tròn cong), bán kính cong (hay là bán kính của 
vòng tròn KHHE) Độ cong của dường Cong tại một điểm nào đó của nó bằng đại HưỢng 
nghịch dào của bản kính cong: k = lịr. Hì iên nhiên đôi với vòng tròn, tại mỗi điểm của nó 
vòng tròn mật tiêp đều có bán kính bằng bán kính của vòng tròn đã cho. Từ đó, độ CON 
của vòng tròn tại mọi diễm của nó dêu bằng dại hrợng nghịch đảo của bán kính vòng tròn 
ÂY: vang vàn = 1/Ñ, R càng lớn thì & càng nhỏ. 

Đôi với elip (hình 298, bên trái), các tâm cong tại các đỉnh 4,, 4; nằm trên trục 
lớn, còn tại các đỉnh ZÖ\, ÖB; thì nằm trên trục nhỏ. Muôn xác định. vị trí các tâm 
cong, ta dùng các công thức đã biêt của bán kính cong tại các đỉnh của elip: 

Công thức r, = ?/a với các đỉnh 4, 44, 
Công thức r; = 4?/ð với các đỉnh ÖZ,, Ö,, 
với 4 là bán trục lớn, ở là bán trục nhỏ của elip. 

Trên hình 298 bên phái chỉ cách vẽ các tâm cong Œ,, €; và cách xác định độ lớn 
các bán kính cong ở các đỉnh A,, Ö8,: vẽ hình chữ nhật ÓÖ,DA, theo các bán 
trục Ó4,, ÓØØ, đã cho, vẽ đường chéo 4,Ö, và đường vuông góc với nó hạ từ 
D. Đường thẳng này sẽ cắt trục lớn tại điểm €, và phần kéo dài của trục nhỏ ở điểm 
Œ,. Nêu vẽ các cung tròn tâm Œ, bán kính C,4, và tâm C; bán kính 
C,B, thì giữa các cung tròn ây có một khe hở. Trong khe hở này, nhờ thước cong 
ta vẽ một cung mật tiêp với cả hai cung tròn. Muôn vẽ cung này chính xác hơn, ta tìm 
thêm một điểm của elip như được chỉ trên cùng hình vẽ đôi với điểm A⁄ thuộc đường 
thăng đi qua tiêu điểm Ƒ, và vuông góc với trục 4,4; của elip. Trình tự các bước 
vẽ: trên điểm #Ƒ; (xem mục 21), các cung với bán kính Ø4; và Oð,, đường vuông 
góc với 4,4, ở điểm #„, đên cắt cung tròn lớn ở điểm 7, bán kính Ø—¡ và giao 
điểm 2 của nó với cung nhỏ, cuôi cùng là đường thăng đi qua 2 và song song với Ó4;. 
Theo các điểm Œ\, Œ;, ta tìm được thêm hai tâm nữa và theo điểm M, tìm được 
thêm ba điểm khác để vẽ phần còn lại của đường cong. Đường vẽ được này rât gần với 
đường elip. 

Đường cong phẳng nào có độ cong không đổi? Đó là đường tròn (xem ở trên: 
Kvòng tròn = l/R, R là bán kính vòng tròn). Nêu xem đường thắng là đường tròn với 
R = œ thì ở đây ta cũng có độ cong không đổi: k = 0. 
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HÌNH 299, F HÌNH 300, 


Trên hình 299 chỉ cách vẽ gần đúng tiềp tuyên và pháp tuyên với đường cong phẳng 
tại một điểm K bât kỳ của nó. 

Ta vẽ một đường thắng phụ trợ #F gần vuông góc với hướng dự đoán của tiêp 
tuyên với đường cong 4BCD. Sau đó, qua điểm K vẽ một đường thăng đên cắt đường 
cong 4BŒCD và đường thắng EƑ. Đặt các đoạn 4,4;ạ= AK, B,B, = BK, 
CC,=CK, D,D,= KD,. rổi qua các điểm 4, ðB, CC, D, vẽ một 
đường cong đều đặn, ta được giao điểm 4⁄ của nó với đường thẳng E£FƑ— đó là điểm 
thứ hai của đường thẳng tiêp xúc với đường cong 4ØCD tại điểm K!. 

Trên hình 300 chỉ cách vẽ gần đúng tâm cong tại điểm K bât kỳ của đường cong. 

Lây trên đường cong gần điểm K một sô điểm 4,, 4,,... rồi vẽ qua các điểm ây 
và điêm K những tiêp tuyên. Đặt trên những tiêp tuyên này những đoạn thằng có độ dài 
tùy ý nhưng bằng nhau 4a, 4;4; Kk,... và nôi các điểm ay, a, k... bằng 
một đường cong. Giao điểm của các pháp tuyên tại K và k tại điểm C là tâm cong cần 
tìm và bán kính cong r = CK. Từ đó, độ cong ở điểm K được xác định bằng l/r. 

Đường cong vẽ qua các tâm cong của đường cong đã cho tại hàng loạt điểm của nó 
là quỹ tích của các tâm cong của đường cong đã cho— gọi là đường túc bề của dường 
cong. Còn đường cong đã cho đôi với đường túc bê của nó được gọi là đường thân khai. 

Ví dụ, với đường thân khai của vòng tròn, các tâm cong ở mọi điêm của nó cùng 
nằm trên một vòng tròn. Đường tròn này là đường túc bê của đường thân khai đã cho. 





- Đường cong 4;8,C,Ð, là một ví dụ của đường cong sai sô. 
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47. Các đường cong ghênh 


Nhiều vân đề đã xét đôi với đường cong phẳng có thê chuyên sang 
cho đường cong ghềnh. Ví dụ, đường tiêp tuyên của đường cong 
chềnh cũng thu được từ cát tuyên KS;, (hinh 222) khi KX\,, K trùng 
nhau. Trên đường cong ghềnh cũng có các loại điệm khác nhau: điểm 
r- điểm uồn.... Nhưng nêu với đường cong phẳng ta chỉ có thể 

ở điểm K (hình 202) một đường vuông góc KNM (pháp tuyên) VỚI 
tiền tuyên K7, thì đồi với đường cong ghềnh tại tiêp điểm có thê vẽ vô 
sö những đường vuông góc như vậy và dẫn đên khái niệm rmữi phẳng 
pháp tuyền. Thêm nữa, đôi với đường cong phẳng chỉ cần một hình 
chiêu cũng đủ xác định tính chât các điêm của nó, còn đôi với đường 
cong ghểnh việc ây chỉ có thê làm được khi có hai hình chiêu của 
đường cong. Ví dụ, trên các hình 289 và 290, đôi chiêu hình chiêu 
đứng và hình chiêu bằng ta thây rằng mặc dù trên hình chiêu bằng có 
một điểm kép nhưng chính đường cong không có điểm kép. Cũng như 
đôi với đường cong phẳng, tiềp tuyên với đường cong trong không gian 
(hình 289) được chiều thành tiềp tuyên với hình chiêu của đường cong. 
Mặt phẳng chiêu vẽ qua tiêp tuyên với hình chiêu đường cong sẽ tiêp 
xúc với đường cong trong không gian. 


Mọi điểm của đường cong phẳng cùng nằm trong một mặt phẳng. Đôi với đường 
cong ghềnh ta chỉ có thê nói về mặt phẳng gần gũi nhầt với đường cong ở điểm đang xét 
được gọi là mặt phẳng mật tiêp. Giả sử trên hình 292 biểu diễn một đoạn của đường 
cong ghểnh. Ba điểm K, K,, K, của đường cong xác định một mặt phẳng. Vị trí giới 
hạn của mặt phẳng này khi cát tuyên KS, trở thành tiêp tuyên ở điểm K và điêm thứ 
ba tiên đên tiêp điểm xác định mặt phẳng mật tiêp của đường cong ghềnh tại điểm K. 
ỚỠ gẩn điểm K, đường cong được xem như nằm trong mặt phẳng mật tiêp. 

Mặt phẳng mật tiêp và mặt phẳng pháp tuyên vuông góc nhau, vì mặt phẳng mật tiêp 
chứa tiêp tuyên của đường cong. Giao của mặt phẳng mật tiêp và mặt phẳng pháp tuyên 
là một pháp tuyên gọi là pháp tuyên chính. Pháp tuyên vuông góc với mặt phẳng mật tiêp 
gỌi là rung pháp tuyÉHn. 

Cùng với mặt phẳng mật tiêp và mặt phẳng pháp tuyền, ta còn có mặt phẳng thứ ba 
vuông góc với chúng. Mặt phẳng này xác định bởi tiềp tuyên và trùng pháp tuyên, được 
gọi là mặt phẳng trực đạc. 

Ba mặt phẳng này hợp thành một tam diện và được dùng như các mặt phẳng tọa độ 
khi nghiên cứu đường cong tại diễm đã cho. Vị trí của tam điện phụ thuộc vào vị trí của 
diễm trên (Ủ*ÒHØ C0HG. 

Tương tự như tâm cong đôi với đư ừng cong phẳng là vị trí giới hạn của giao điểm 
của hai pháp tuyên (hình 227), (rụC Cong của dường cong ghênh là vị trí giới hạn của 
đường thẳng giao tủyên của hai mặt phẳng pháp tuyên kể nhau. đà vị trí giới hạn này, 
(rực cong song song với từng pháp tuyên, trục cong cắt pháp tuyên chính tại tâm cong; do 
đó, bán kính cong là khoảng cách từ tâm này đên điểm được xét của đường cong. Cũng 
như đôi với đường cong phẳng, độ cong của đường cong ghềnh bằng đại lượng nghịch 
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đảo của bán kính cong. Khi ba điểm gần nhau của đường cong ghểnh tiên tới trùng 
nhau, vòng tròn bỏ qua ba điểm ây có vị trí giới hạn là vòng tròn cong nằm trong mặt 
phẳng mật tiêp, tâm và bán kính của vòng tròn này lần lượt là tâm cong và bán kinh 
cong. Đó là độ cong thứ nhât của đường cong ghểnh. | 

Nêu thay cho việc xét góc giữa hai tiệp tuyên như đã làm đôi với các đường.cong 
phẳng và tỷ sô của góc này với chiều dài của cung giữa hai tiêp điểm, ta lây góc giữa hai 
mặt phẳng mật tiêp (nó bằng ph giữa các trùng pháp tuyền) và tỷ sô giữa góc này với 
chiều dài của cung giữa hai điểm đang xét của đường cong ghểềnh, thì giá trị giới hạn của 
tỷ sõ này cho ta độ xoắn hay là độ cong thứ hai của đường cong ghềnh. Những đường 
cong ghềnh còn được gọi là những đường cong có độ cong kép. 

Nều những tiêp tuyên của một đường cong ghồnh tại mọi điểm của nó nghiêng dều với 
một mặt phẳng nào đây thì đường cong được gọi là dường nghiêng đều. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 45—47 


. Đường cong phẳng và đường cong ghềnh khác nhau như thê nào? 
. Đường cong ghềnh được chiêu thành gì? 
Đường cong phẳng được chiêu thành gì? 
. Tiệp tuyên của đường cong được chiêu thành gì? 
. Chiều dài của một đoạn đường cong được xác định như thê nào? 
. Tiêp tuyên của đường cong là gi? 
. Pháp tuyên tại một điểm nào đây của đường cong phẳng là gì? 
. Độ đều của đường cong phẳng được xác định bằng cái gì? 
. Những đường cong phẳng nào được gọi là những đường cong mật tiêp? 
10. Đường cong phẳng lồi là gì? 
11. Phải có mây hình chiêu mới xét được đặc điểm của các điểm của đường cong 
phăng? 
12. Độ cong của đường cong phẳng tại một điểm nào đây của nó là gì? 
I3. Độ cong của vòng tròn bằng gì? 
14. Đường cong kêt hợp giông với đường clip cho bởi hai trục của nó được vẽ 
như thê nào? 
15. Tiêp tuyên và pháp tuyên tại một điểm nào đây của đường cong phẳng được vẽ 
như thê nào? Cách tìm tâm cong tại điểm ây. 
16. Phải có mây hình chiêu mới xét được đặc điểm của các điểm của đường cong 
ghềnh? 
17. Mặt phẳng pháp tuyên, mặt phẳng mật tiêp và mặt phẳng trực đạc ở một điểm 
nào đây của đường cong ghềnh là những mặt phẳng nào? 
18. Pháp tuyên chính và trùng pháp tuyên tại một điểm nào đây của đường cong là ' 
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ø1? 
19. Độ cong thứ nhât và độ cong thứ hai của đường cong ghềnh là gì? 
20. Đường cong có độ cong kép» được hiểu như thê nào? 

21. Khi nào thì đường cong ghềnh được gọi là đường cong nghiêng đều? 
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48. Đường xoắn ôc— đường xoắn ôc trụ và nón 


Đườ ng xoắn ôc frụ } là một đường cong ghênh nghiêng đều. Một 
dao trỗ nhọn khi chạm vào mặt một thanh trụ XOAy đều sẽ để lại trên 
đó một vêt hình tròn. Nêu lại cho dao trổ chuyên động tịnh tiên 
dọc theo trục hình trụ thì trên mặt trụ ta được một đường xoắn 
Ôc trụ. 

Trên hình 301 chỉ cách tạo nên một đường xoắn ôc trên mặt trụ 
bởi chuyển động của một điểm 44 dọc theo đưẻ ờng sinh #C và chuyển 
động quay của đường sinh này. Trên hình vẽ biêu diễn một sô vị trí của 
đường sinh: FC, EF,C,..: các cung #È oPI› len 
bằng nhau và bằng mđƒn, d—— đường kính mặt trụ và —— sô chia (trên 
hình 301, ø = 12). VỊ trí đầu tiên của điểm 44 là 4, và các điêm tiêp 
theo lần lượt là 4,, 4; v.v... Nêu khi quay đường sinh từ vị trí 
b„C, đền vị trí bị, điểm A4 đền, vị trí 44, thi đoạn thắng 
E4, là khoảng cách mà điểm 44 đã đi dọc đường sinh. Ở' vị trí 
tiếp theo của đường sinh (;€;), điểm 4 nâng lên độ cao 
E,A., = 2E,A,,... Khi đường sinh quay kín một vòng, điểm 
A di chuyên trên đường sinh một khoảng E4; = l2E,44. 
Tiêp tục quay đường sinh, điểm A4 sẽ tạo nên vòng xoắn thứ" hai với các 
Vị tếí d4, 4: #Y. 

Khoảng cách giữa các điểm 44, và 4¡; được gọi là bước của 
du"òng xoắn ôc. Bước của đường xoắn ôc được chọn tùy những điều 
kiện cụ thê. 

Khoảng cách từ điểm 44 đên trục OO được gọi là bán kính của 
đường xoắn ôc và OO— trục của đường xoắn ôc. Bán kính của đường 
xoắn ôc bằng bán kính của mặt trụ tròn xoay chứa đường xoắn ôc. 

Hai đại lượng — đường kính mặt trụ và bước của đường xoắn 
ôc—là hai tham sô3 xác định đường xoắn ôc trụ trên mặt trụ tròn 
xoay. Trên hình 302 cho cách vẽ các hình chiêu của một đường xoắn 
ôc trụ. Trước hêt vẽ các hình chiêu của mặt trụ tròn xoay đặt thẳng 
- đứng (như đã nghiên cứu trong giáo trình vẽ kỹ thuật của trường 
trung học). Vòng tròn đáy của mặt trụ (trên hình chiêu bằng) và bước 
của đường xoắn ôc (đoạn thẳng được đặt trên trục của mặt trụ trên 
hình chiêu đứng) đã được chia theo cùng một sô (n) phần như nhau; 


! Hay còn gọi là đường xoắn. 
? Hình biểu diễn một mặt trụ tròn xoay thẳng đứng như vậy đã được nghiên cứu 
(rong giáo trình vẽ kỹ thuật của trường trung học. 


3 Tham sô là những đại lượng, những trị sô cho phép phản biệt một yêu tô xác 
định với các yêu tô cùng loại. 
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HỈNH 301. | HÌNH 302. HÌNH 303. 


trên hình 302 lây ø = 12. Vị trí đầu tiên của điểm 44 cho bởi các hình 
chiêu Z, a. Điểm này cũng được xem là điểm O trên vòng tròn. 

Vì trục mặt trụ vuông góc với mặt phẳng H nên hình chiêu bằng của 
đường xoắn ôc trùng với hình tròn hình chiêu bằng của mặt trụ. Đôi với 
hình chiêu đứng, các bước vẽ thây rõ trên hình 302 và suy trực tiêp từ 
định nghĩa đường xoắn ôc là quỹ đạo của một điểm thực hiện hai 
chuyên động: chuyên động đều dọc theo đường thẳng đồng thời với 
chuyên động quay đều quanh một trục song song với đường thằng 
này. | 

Hình chiêu trên mặt phẳng song song với trục của hình trụ, trong 
trường hợp đang xét là hình chiêu đứng của đường xoắn ôc trụ, đồng 
dạng với một đường hình sin. 

Trên hình 302, hình chiêu đứng của đường xoắn ôc ở nửa trước 
của mặt trụ (nửa thây) nâng lên từ' trái sang phải hay hạ xuông về bên 
írái; nêu trục của mặt trụ đặt nằm ngang thì đường xoắn ôc hướng lên 
về bên trái và hạ xuông về bên phải. Đó là đường xoắn ôc có bước 
phải hay là đường xoắn ôc phải. Đường xoắn ôc có bước trải (đường 
xoắn ôc trái) cho trên hình 303— trên hình chiêu đứng của đường 
xoắn ôc, ở nửa trước (nửa thây) của mặt trụ, hướng dôc lên đi từ phải 
sang trái, hạ xuông về bên phải; nêu trục hình trụ nằm ngang thì 
hướng đc lên về bên phải, hạ xuông về bên trái. 
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' Nêu đường xoắn ôc được biểu diễn không có mặt trụ và không có 
hình chiêu các điểm, thì để chỉ rõ nó là đường xoắn ôc phải hay xoắn 
ôc trái cần phải ghi thêm chữ hay những mũi tên như làm trên hình 
304. bên trái đôi với đường xoắn ôc phải và bên phải đôi với đường 
trái Ì 

Hình khai triển các vòng của đường xoắn ôc trụ cho trên hình 305. 
Mỗi vòng có hình khai triển là một đoạn thẳng. Điều đó suy từ câu tạo 
của đường xoắn ôc: vì vòng tròn đáy của hình trụ và bước của đường 
xoắn ôc được chia thành cùng một sô phần bằng nhau, nên hình khai 
triển của đường xoắn ôc có thê xem như quỹ tích của những điểm có 
tung độ và hoành độ tỷ lệ nhau, tức là y = kx. Đó là phương trình của 
đường thăng. 

Các tiêp tuyên với đường xoắn ôc trên hình khai triển trùng với 
các đường thẳng là hình khai triên các vòng của đường xoắn ôc. 

Trên hình 305, với hai bước của đường xoắn ôc ta được hai đoạn 
thăng hợp một góc ơ với đoạn thẳng khai triên của vòng tròn đáy trụ. 
Độ dôc lên của đường xoắn ôc được biểu diễn bởi công thức: 


tgơ = h/mả, 


ở đó h—bước của đường xoắn ôc, đ— đường kính hình trụ. Góc ơ 
được gọi là góc nâng của đường xoắn ôc. 
Chiều dài của một vòng đường xoắn ôc bằng 


L = V/hˆ + (na). 

Với cùng một đại lượng d, góc Œ ¡ hi phụ thuộc vào bước của 
đường xoắn ôc; muôn có góc nâng nhỏ, ta lây bước nhỏ và ngược lại. 
Nêu giữ bước không thay đôi đôi với những mặt trụ có đường kính 
khác nhau thì đường kính mặt trụ càng lớn ta được góc nâng càng bé. 


Có thể làm một mô hình của đường xoắn ôc bằng cách lây một hình chữ nhật, trên 
đó có vẽ một đường chéo và uôn nó lại thành một hình trụ tròn xoay. Đường chéo của 
hình chữ nhật sẽ làm thành một vòng xoắn. Dĩ nhiên, cung xoắn ôc là khoảng cách ngắn 
nhât giữa hai điểm của mặt trụ tròn xoay— đường tôi doẳn của mặt này. 

Thực vậy, qua hai điểm của mặt trụ như vậy có thê vẽ được vô sô đường. Một 
trong những đường ây cho ta khoảng cách ngắn nhât giữa hai điểm. Khi khai triển mặt 
trụ, đường này khai triên thành đường thẳng. Đó là tính shât vôn có của đường tôi 
đoản của một mặt. 


Ta xét những tính chât sau đây của đường xoắn ôc trụ. Giả sử 
tại một điểm 441; bât kỳ của đường xoắn ôc (hình 301), ta vẽ một tiêp 


5 c xoắn ôc trụ thưởng gặp như lò xo xoắn ôc trụ, ren trên bulông, 
đình ôc,. 
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HỈNH 304. 


tuyên cho cắt mặt phẳng #⁄ ở điểm K;. Góc giữa đường xoắn ôc và 
một đường sinh bât kỳ của trụ được biểu diễn bằng góc giữa đường 
sinh này và tiêp tuyên (với đường xoắn ôc) vẽ qua điểm chung của 
đường xoắn ôc và đường sinh. Hình khai triển trên hình 305 chứng tỏ 
rằng đường xoắn ôc đã cho hợp với các đường sinh mặt trụ một góc 
không đôi, tức là mọi tiêp tuyên với đường xoắn ôc nghiêng đều với các 
dường sinh của mặt trụ và cắt mặt phẳng H dưới cùng một góc a. Đó 
cũng là góc thu được giữa các hình khai triển của đường xoắn ôc và 
vòng tròn đáy. 

Khi khai triển mặt bên của mặt trụ chứa đường xoắn ôc, mảnh 
A,4;E,. chẳng hạn (hình 301) sẽ thành tam giác vuông 
K,A4,E, ờ đó XK,A, là tiêp tuyên của đường xoắn ôc 
ở điểm 4; K;E;—hình chiêu của tiêp tuyên trên mặt phẳng 
đáy trụ, tức là tiêp tuyên của vòng tròn đáy trụ. Từ đó suy ra rằng 
điêm K; thuộc đường thân khai của vòng tròn, bởi vì mọi tiêp tuyên 
của đường xoắn ôc trụ đều cắt mặt phẳng đáy trụ và những giao điểm 
này hợp thành đường thân khai của vòng tròn đáy trụ. 

Ta sẽ dùng tính chât này đê vẽ tiêp tuyên với đường xoắn ôc trụ tại 
một điêm nào đó của nó. Trên hình 306 vẽ tiêp tuyên với đường xoắn 
ôc ở điểm K: trước tiên vẽ hình chiêu bằng của tiêp tuyên—— đoạn 
thắng k¡— vuông góc với øk. Theo điểm / trên đường thân khai ta 
tìm hình chiêu 7 và sau đó vẽ hình chiêu đứng của tiêp tuyên— đường 
thăng 7#“. Cũng làm như vậy đôi với điểm L. 

Có thê tạo nên trên mặt trụ một đường cong như đã làm đôi với 
đường xoắn ôc bằng cách quay đều đường sinh của mặt trụ, nhưng sự 
di chuyển của điểm dọc theo đường sinh thì được /hay đổi theo một 
quy luật nào đây. Đôi khi người ta gọi những đường cong như vậy là - 
những đường xoắn ôc có bước thay đổi. 
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HÌNH 306. 





Œ, Ú¿ Đa ¿4 Ús C; Úa Œs Gio Én Ôh¿ 
¡2 


E, Eạ Ey E¿ E; Eạg F; EFạ Eg Fịo TÌM, 
HÌNH 307. 


Đường cong vẽ trên hình 307 ứng với trường hợp chuyển động nhanh đều của 
điêm dọc theo đường sinh. Cho trước đoạn dời của điểm ở mỗi đoạn của mười hai vị trí 
phi dầu của đường sinh; ví dụ, ở vị trí thứ chín đoạn đời của điểm bằng đoạn thẳng 
ŒyE; (tính từ vị trí thứ tám của điểm ây). 

Trên hình 307 cũng vẽ hình khai triển của đường cong; góc nâng thay đổi. 


r^ ^ -À À ˆ ` ~ ^ˆ * * - 
Nêu một điềm chuyên động đều dọc theo một đường sinh của mặt 
nón tròn xoay 1, còn đường sinh thì quay đều (với vận tôc góc không 


' Cách biểu diễn mặt nón trên đồ thức đã được nghiên cứu trong giáo trình vẽ kỹ 
thuật của trường trung học. 
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HỈNH 309. 


đôi) quanh trục nón thì quỹ đạo của điểm ầy là một đường xoắn ðc 
nón 1. Trên hình 30§ vẽ mười hai vị trí của đường sinh của mặt nón và 





- , ` - , * ` " * 
' Đường xoắn ðc nón thường gặp, chẳng hạn, như các lò xo xoắn ðc nón, 
Các ren nón. 
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trên những đường sinh ây cho các vị trí tương ứng của điểm. Khoảng 
cách giữa các điểm thuộc hai vòng liền nhau 4,4;;= đo dọc 
theo đường sinh được gọi là đc của đường xoắn ôc nón]. 

Hình chiêu của đường xoắn 6c nón trên mặt phẳng song song với 
trục nón (trong trường hợp đã cho là mặt phẳng hình chiêu đứng) là 
một, đường sim với độ cao của sóng giảm dần. Hình chiêu trên mặt 
phẳng vuông góc với trục nón (trong trường hợp đã cho là mặt phẳng 
hình chiêu bằng) là đường xoắn Acsimel. 

Trên hình khai triển mặt nón (hình 308, bên phải), đường xoắn ôc 
cũng được khai triên thành đường xoắn Acsimet, vì tương ứng với 
góc quay đều của bán kính trên hình khai triên của mặt nón là sự di 
chuyên đều của điểm dọc theo bán kính này. Trên hình vẽ đã vẽ hình 
khai triển của hai vòng của đường xoắn ôc nón. 


Đường xoắn ôc được tạo nên không chỉ trên mặt trụ hay mặt nón. Nó còn có thể 
tạo nên trên mặt tròn xoay bằng cách quay cung 8ð quanh trục ÓO, tức là trên một mặt 
xuyên ? (hình 309). 


CÂU HỘI CHO MỤC 48 


1. Đường xoắn ôc trụ và xoắn ôc nón được câu tạo như thê nào? 

2. Bước của đường xoắn ôc (xoắn ôc trụ và nón) là gì? 

3. Các hình chiêu của đường xoắn ôc trụ và nón trên các mặt phẳng song song với 
trục hay vuông góc với trục của đường xoắn ôc có dạng như thê nào? 

4. Làm thê nào đề phân biệt đường xoắn 6c phải hay xoắn ôc trái trên các thành 
hình trụ hay hình nón? Làm thê nào để chỉ rõ hướng đi nêu chỉ biểu diễn đường xoắn 
ôc? 

5. Mỗi vòng của đường xoắn ôc trụ và nón được khai triển thành hình gì? 

6. Làm thê nào để biểu diễn độ dôc lên của đường xoắn öc trụ? 

7. Vêt của các tiêp tuyên của một đường xoắn 6c trụ trên mặt phẳng vuông góc với 
đường xoắn ôc sẽ làm thành đường gì? 


Đôi khi người ta tính bước của đường xoắn ôc nón theo trục của nó. Đoạn thẳng 
ñ, (hình 308) là hình chiêu của bước ¡ đo theo đường sinh lên trục của đường xoắn 
ôc. Việc chia h ra n phần bằng nhau tương ứng với việc chia ra cùng sồ phần bằng 
nhau như vậy và ngược lại. : 

Khái niệm về mặt xuyên đã biêt trong giáo trình vẽ kỹ thuật ở trường trung học. 
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Chương VIII 
Mặt cong 


49. Khái niệm chung về mặt cong 


¡. Có thê hình dung mặt cong như phần chung của hai miền kề 
nhau của không gian. Trong hình học họa hình, mặt được xác định 
như vêt của một đường chuyền động hoặc của một mặt khác chuyên ` 
động. Coi mặt như tập hợp các vị trí liên tiêp của một đường nào đó di 
chuyên trong không gian sẽ thuận tiện cho việc dựng hình vẽ!. Dĩ 
nhiên trên hình biêu diễn, mặt được giới hạn bởi đường này chỉ ở một 
SÔ VỊ trí nào đó. 

Việc hình dung mặt được tạo bởi sự chuyên động liên tục cho phép 
gọi các mặt đó là các rmặt động ?. 

mỗi vị trí của nó, đường tạo nên mặt gọi là đường sinh. Thông 
thường đường sinh được chỉ ra trong một loạt vị trí của nó. Người ta 
nói: «các đường sinh», «ta vạch một đường sinh»,... với nghĩa là các vị 
trí khác nhau của đường sinh. `. sinh có thê là đường thẳng hoặc 
đường cong. 

Như vậy, mặt động là quỹ tích các đường chuyên động trong 
không gian theo một quy luật nào đó. 

2. Mặt có thê tạo nên bởi đường thẳng gọi là mặ¿ kẻ. Mặt kẻ là 
quỹ tích các đường thẳng. Mặt mà đường sinh chỉ có thẻ là đường 
cong gọI là mặt không kẻ. Ví dụ về mặt kẻ được cho trên hình 310. Mặt 
biểu diễn ở hình bên trái được tạo bởi đường thẳng 4,4; luôn 
luôn song song với đường thẳng Š,ŠS, và trượt trên một đường 
cong cô định nào đó 7,7;7; gọi là đường chuẩn. 

Hiện nhiên cũng mặt này có thể được tạo ra nêu coi đường Không 
đôi 77,7; là đường sinh, mà tât cả các điểm của nó di chuyên 





L Đường tạo nên mặt trong khi chuyển động có thê biên dạng. Khi đó người ta gọi 
là mặt có đường sinh biên đổi». Ví dụ, mặt bên của nón tròn xoay (mà ta đã biệt trong 
Biảo trình hình học không gian) có thể tạo ra do chuyển động của đường tròn sao cho 
lâm của nó chuyển động đều theo đường thẳng — trục nón— từ đỉnh tới dây và đồng 
thời với chuyển động đó bán kính lớn dần đều. 

“ Kinema (Hy Lạp)-— chuyền động. Trong phần của cơ học gọi là «động học» 
gười ta nghiên cứu chuyển động chỉ về mặt hình học, không xét đền nguyên nhân vật lý 
hay lực tạo nên chuyên động. 
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HỈÌNH 310. 


theo các đường thẳng-song song với đường chuẩn ®S,S;. Dĩ nhiên, 
trong tât cả các vị trí của nó, đường cong phải thỏa mãn điều kiện 
bằng nhau và song song của các đường cong, nghĩa là chúng có thê đặt 
trùng khớp với nhau và các tiêp tuyên với đường cong ở cùng một 
điểm trong các vị trí liên tiêp của nó phải tương ứng song song. 

Mặt được biểu diễn trên hình 310 bên phải được tạo nên bởi 
đường thằng song song với mặt phẳng P và trượt trên hai đường 
chuẩn cô định - đường thằng S,S;, và đường cong 7)7. 

Ví dụ về mặt không kẻ là mặt cầu. 

3. Cùng một mặt có thê được tạo nên do chuyển động của các 
đường khác nhau và theo các điều kiện khác nhau mà đường sinh khi 
di chuyên phải tuân theo. Ví dụ, mặt bên của trụ tròn xoay thằng đứng 
(hình 311) có thể coi là kêt quả một sự di chuyên xác định nào đó của 
đường sinh—đường thẳng 4,4;—hoặc là kêt quả di chuyển của 
đường tròn có tâm di chuyên theo đường thẳng O,O,, còn mặt 





HÌNH 311. 
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phẳng xác định bởi đường tròn thì vuông góc với Ó, @;. Trên 
hình 311 vẽ đường cong 7}7;7; cũng nằm trên mặt trụ đó: mọi 
điểm của đường cong cách đều đường thẳng Ó, O.. Có thể hình 
dung mặt bên của trụ được tạo nên do xoay đường 7,1,7; 
quanh trục )¡@¡. 

Nói chung các quy luật tạo thành của một mặt nào đó có thể có 
nhiều dạng khác nhau. Trong sô các quy luật và dạng đường sinh đó 
nên chọn cái đơn giản nhât hoặc thuận tiện nhât cho việc biêu diễn và 
giải các bài toán liên quan tới mặt đó. Nêu ta hình dung tập hợp các 
đường sinh thẳng và tập hợp các đường sinh tròn (hình 3l 1) thì mỗi 
đường của tập hợp này (một «họ» đường) sẽ cắt mọi đường của tập ' 
hợp kia («họ» đường kia). Kêt quả cho ta lưới - khung của mặt đã cho. 
Cách hình dung như vậy có thể mở rộng ra cho các mặt khác. 

4. Trong ví dụ về mặt bên của trụ (hình 311), ta hãy xét sự tạo 
thành của mặt này do đì chuyên của mặt cầu, mà tâm € chuyên động 
theo đường thắng Ø,O,. Ở đây không nhi đường sinh mà là 
một mặt — mặt cầu — tạo nên mặt bên của trụ. Mặt trụ bao mặt sinh 
(mặt cầu) ở tât cả các vị trí của nó. Ở' mỗi vị trí của mặt cầu, hai mặt 
cầu và trụ tiêp xúc theo đường tròn. 

Nêu tâm mặt cầu chuyên động theo đường cong nào đó, thì đĩ 
nhiên một mặt bao khác không vẽ trên hình 311 sẽ được tạo nên (xem 
hình 349). 

Như vậy, có thể coi sự tạo mặt là kêt quả chuyên động của một 
mặt sinh, thêm vào đó mặt sinh có thê không thay đổi hoặc biên đổi 
liên tục theo một quy luật nào đó trong khi chuyên động. 

5. Một sô mặt cong có thê được khai triển sao cho mọi điểm của nó 
trùng với một mặt phẳng mà mặt không bị hư hỏng (ví dụ: rách, gầp). 
Trong khai triển này, ứng với mỗi điểm trên hình khai triển là một 
điểm duy nhât của mặt; các đoạn thằng bảo tồn độ dài; góc được tạo 
nên bởi hai đường trên mặt bằng góc giữa các đường tương ứng trên 
hình khai triển; diện tích một miền đóng nào đó trên mặt bảo tồn độ 
lớn của nó ở bên trong miền đóng tương ứng trên hình khai triển 1, 
Các mặt như vậy ta sẽ gọi là mặt khai triển. Thuộc loại mặt này chỉ có 
các mặt kẻ có các đường sinh kề nhau song song hoặc cắt nhau, hoặc có 
dường sinh là những tiêp tuyên với một đường cong ghênh nào đó. 

Tât cả các mặt cong không kẻ và các mặt kẻ mà không thê trải lên 
mặt phẳng gọi là các zmăi không khả triển (hoặc mặt ghềnh). 


' Ta nhắc lại là góc giữa hai đường cong cắt nhau là góc giữa hai tiễp tuyên với hai 
đường cong ở giao điểm của chúng. 
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50. Tổng quan về một sô mặt cong, cách cho và biểu diễn chúng 
trên hình vẽ 

Cho một mặt trên hình vẽ tức là chỉ ra-những điều kiện cho phép 
dựng mỗi điểm của mặt đó. Muôn cho một mặt chỉ cần có các hình 
chiêu của đường chuẩn và chỉ ra cách dựng đường sinh đi qua một 
điểm bât kỳ của đường chuẩn 1. Nhưng nêu muôn cho hình vẽ được 
nổi, có sức diễn đạt thì người ta còn vẽ đường bao ngoài của mặt, một 
sô vị trí của đường sinh, các đường và điểm quan trọng nhât trên mặt 
LÊN, IÊẾ 

A.Những mặt kẻ khả triển 

I. Mặt trụ, mặt nón. Ä/ữi rụ được tạo bởi một đường thăng mà 
ở tât cả các vị trí của nó đều song song với một đường thẳng đã cho và 
đi qua liên tiêp các điểm của một đường cong chuẩn nào đó (xem hình 
310, bên trái). 

Mặt nón được tạo bởi đường thẳng đi qua một điểm cô định nào 
đó và qua liên tiêp mọi điểm của một đường cong chuẩn nào đó (hình 
312). Điểm cô định Š được gọi là đỉ»: mặt nón. 

Nêu điểm 5Š ra xa vô tận thì mặt nón chuyên thành mặt trụ. 

Các mặt nón và trụ có thể cắt mặt phẳng hình chiêu; giao tuyên 
được gọi là vê/ của mặt trên mặt phẳng hình chiêu đã cho. Trên hình 
313 biểu diễn mặt trụ được cho bởi đường chuẩn 4,2,C, và 
hướng đường sinh S7. Hình bên phải vẽ mặt nón được cho bởi 
đường chuân K,M⁄,XN, và đỉnh Š. Trong cả hai trường hợp đều 
vẽ vêt của các mặt đó trên mặt phẳng #7, nghĩa là các đường đi qua các 
vêt bằng của các đường sinh của mặt. Đó là những đường cong đÙ/c', 
abc Và k “HH, KmH. 

Mặt trụ có thê được cho bằng vêt trên mặt phẳng H và hướng 
đường sinh; mặt nón được cho bằng vêt trên mặt phẳng ; và đỉnh 
nón. Cho điểm trên vêt, ta có thể dựng đường sinh tương ứng của 
mặt. 

Muôn vẽ đường bao ngoài của mặt trụ hay mặt nón, trên mỗi mặt 
phẳng hình chiêu cần vẽ những đường sinh «giới hạn»; các đường 
sinh này bao một miền trong đó có hình chiêu của mặt. Ví dụ, trên 
hình 314 bên trái, trên vêt của mặt trụ có ghi những điểm mà hình 
chiêu của những đường sinh giới hạn đi qua: Z, ø và ð“, b cho hình 
chiêu đứng; c/, e và Z, dcho hình chiêu bằng. Các đường giới hạn này 
và cả những đường ngắt xác định đường bao ngoài của các hình chiêu 


_ Thông thường người ta lây giao tuyên của mặt đã cho với mặt phẳng ; làm 
đường chuẩn. 
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HÌNH 312. 


và xác định giới hạn phần thây và khuât của mặt trên hình chiêu (xem 
nét liền và nét châm châm trên hình 314). 

Tương tự, trên hình 314 bên phải, vẽ mặt nón. Ở đây, cả hai hình 
chiêu của đường sinh ,Sð đều là đường giới hạn—một đường cho 
hình chiêu đứng, đường kia cho hình chiêu bằng của nón. 

Theo những chỉ dẫn chung (xem phần đầu của mục này), các điểm 
trên mặt trụ và mặt nón có thê được vẽ nhờ các đường sinh đi qua 
chúng. Trong một sô trường hợp, khi phát biểu cách cho mặt, cần chỉ 
rõ phần tử cần tìm là thây hay khuât !. 

Trên hình 314 chỉ cách vẽ hình chiêu bằng của điểm E thuộc mặt 
trụ và được cho bởi hình chiêu đứng e”; theo điều kiện đã cho, điểm 
E là khuât trên mặt phăng !⁄. Cũng trên hình 314 cho ví dụ và cách vẽ 
hình chiêu đứng của điểm Z thuộc mặt nón và được cho bởi hình chiêu 
bằng /; với điều kiện là điểm này thây trên mặt phẳng #7. Trong cả hai 
trường hợp, cách vẽ được thực hiện nhờ đường sinh tương ứng: 
bước vẽ được chỉ bằng các mũi tên. 

Nêu đường cong định hướng (ở trong không gian hoặc là vêt của 
mặt trên mặt phẳng hình chiêu) được thay bằng đường gâp khúc nội 
tiệp, thì mặt trụ sẽ được thay bằng mặt lăng trụ và mặt nón — bằng 
mặt chóp (mặt của góc đa diện). Môi quan hệ giữa các mặt nói trên sẽ 
được sử dụng trong các cách vẽ sau này (ví dụ, khi khai triển các mặt 
trụ và mặt nón, xem mục 68). 

Các mặt trụ khác biệt nhau theo dạng mặt cắt vuông góc, nghĩa là 
theo đường cong giao tuyên của mặt đó cắt bằng mặt phẳng vuông góc 
VỚI các đường sinh của nó. 





' Đôi khi cách chỉ dẫn được thực hiện bằng đóng ngoặc hình chiêu tương ứng. Ví 
dụ (Z') có nghĩa là điểm £ ở phần của mặt được coi là khuât trên mặt phẳng hình chiều 
Ư. 


\, 
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HINH 314. 


Ta hãy tách các trường hợp khi tiêt diện thằng góc của mặt trụ là 
đường bậc hai 1. Mặt trụ như vậy thuộc các mỹt bậc hai. Các điềm của 
một mặt bậc hai bât kỳ thỏa mãn phương trình bậc hai trong hệ tọa độ 
Đêcac không gian. Mặt phẳng bãt kỳ cắt mặt như' vậy theo đu"È'Hg c0ng 
bậc hai?. Đường thẳng bao giờ cũng cắt mặt bậc hai ở hai điểm. 

Tiêt diện thẳng góc của các mặt trụ bậc hai theo hình dáng có thể là 
elip (trường hợp đặc biệt là vòng tròn), parabôn, hypebôn. C” frụ tròn 
thẳng đứ“ng mà ta đã biêt, mặt bên là mặt bậc hai. Trong sô các mặt kê 
trên, chỉ có với trụ tròn là có thể nội tiêp mặt cầu. 

Nêu tiêt diện thẳng góc là một đường cong hình học không xác 
định, thì đó là ứrự đạng tổng quái. 

Mặt nón được cắt bằng mặt phẳng theo đường bậc hai là một mặt 
bậc hai (nón bậc hai). 

_ Về đường bậc hai xem mục 21. 

? Về trường hợp cắt nhau theo các đường thẳng xem ở sau. 
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HÌNH 315. 


Trong hình học không gian người ta xét nón tròn thắng đứng. Qua 
đỉnh nón có một tập hợp các mặt phẳng đôi xứng của nón đó. Các mặt 
phẳng này cắt nhau theo một đường thắng gọi là trục nón. Trong nón 
này có thể nội tiêp mặt cầu. Mặt bên của nón tròn thăng đứng là mặt 
bậc hai. 

Dĩ nhiên, trục của nón tròn xoay có thê có vị trí bât kỳ đôi với các 
mặt phẳng hình chiêu. Có thể đưa trục về vị trí đơn giản nhât (ví dụ 
vuông góc với mặt phẳng 7). 

Trên hình 315 bên trái vẽ nón có hệ các elip đồng dạng và ở vị trí 
giông nhau ! (trên hình 315, các elip này nằm trong các mặt phẳng 
song song với mặt phẳng #7). Nón như vậy gọi là nón cñp. Dĩ nhiên, 
với nón này cũng như với mọi nón bậc hai, tiêt diện phẳng không đi 
qua đỉnh là vòng tròn, elIp, parabôn, hypecbôn và mỗi đường này đều 
có thể chọn làm đường chuẩn. Vì vậy, khi gọi là nón «eliptic», không 
nên hiểu có ý ưu tiên chọn elip làm đường chuẩn. 

Nón eliptic có thê coi là nón tròn thăng đứng được biên đôi bằng 
cách co rút đều trong mặt phẳng của tiêt diện qua trục. Về tiêt diện 
tròn. của nón này xem mục 63. 

Ở' nón biểu diễn trên hình 315 bên phải, đáy là vòng tròn như 
ở nón tròn thắng đứng, nhưng hình chiêu của đỉnh trên mặt phẳng đáy 
không trùng với tâm vòng tròn. Nón như vậy gọi là nón nghiêng. Cắt 
mặt bên của nón bằng những mặt phẳng song song với mặt phẳng đáy 
nón, ta được các vòng tròn có tâm nằm trên đường thằng đi qua đỉnh 
và tâm đáy nón (trên hình 315 là đường thăng SC). 

2. Mặt có tên là mặt có cạnh lài được tạo nên bởi đường sinh thắng 





'_Elip đồng dạng và ở vị trí giông nhau — elip có các trục tương ứng song song và 
tŸ lệ với nhau. 
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HÌNH 316. HÌNH 317. 


di chuyên liên tục và ở mọi vị trí của nó đều tiêp tuyên với một đường 
cong ghềnh nào đó. Đường cong không gian này là đường chuẩn của 
mặt và được gọi là cạnh li. 

Mặt này được biểu diễn trên hình 316; các đường sinh của nó 
Á,A, 4;4; v.v.. là các tiệp tuyên với đường cong không 
gian Ä4N. Cạnh lùi chia mặt ra làm hai dải (ứng với việc chia mỗi tiêp 
tuyên ở tiêp điểm thành hai phần). 

Hiển nhiên, khi đã cho các hình chiêu của cạnh lùi, có thê xác định 
được mặt trên hình vẽ. Ví dụ, sau khi chọn đường xoắn ôc trụ (xem 


HÌNH 318, 
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mục 48) làm cạnh lùi và vẽ các tiêp tuyên với đường đó, là đã cho mặt. 
Và nêu trục của đường xoắn ôc đặt vuông góc với mặt phẳng H, thì 
mặt tạo nên là mặt có độ dôc đều (đôi với mặt phẳng H), vì mọi tiêp 
tuyên với đường xoắn ôc cắt mặt phẳng # dưới cùng một góc (xem 
mục 48). Hình vẽ của một mặt như vậy (một dải của nó) được nêu 
trên hình 317, ở đó vẽ một sô tiêp tuyền với cung 4BŒC của đường 
xoắn ôc trụ Cách vẽ thực hiện nhờ đường thân khai 
ala2a3g4ạ được coi là quỹ tích các vêt bằng của các tiệp tuyên 
(xem hình 306). Phần tử được vẽ của mặt được biêu diễn bằng phần 
lồi của nó đôi với người quan sát. 

Trên hình vẽ cũng chỉ cách dựng hình chiêu & của điểm K thuộc 
mặt đã cho theo hình chiêu bằng & cho trước. Qua điểm & vạch tiêp 
tuyên với nửa vòng tròn zbe, theo các điểm 4¿ và 4 ta tìm được các 
hình chiêu đứng 4¿, 4 và cứ như thê, tìm được hình chiêu của 
tiêp tuyên trên đó có điệm K. Đường dóng vạch qua k sẽ xác định hình 
chiêu đứng k“ cần tìm. 

Nêều cho hình chiêu đứng của một điểm nào đó thuộc mặt đã cho 
và yêu cầu tìm hình chiêu bằng, thì qua hình chiêu đứng đã cho của 
điểm, vạch mặt phẳng cắt mặt đã cho (về giao của mặt bị cắt bởi mặt 
phẳng xem ở phần sau, mục 55 và các mục khác). Hình chiêu bằng cần 
tìm của điểm phải thuộc hình chiêu bằng của giao tuyên. Trong trường 
hợp đã cho cần chọn mặt phẳng cắt là mặt bằng: nó sẽ cắt mặt đã cho 
theo đường thân khai. 

Các mặt trụ và mặt nón có thê coi sinh ra từ mặt có cạnh lùi với 
điều kiện cạnh lùi là một điểm — trong trường hợp thứ nhât, điểm này 
ở xa vô tận, trường hợp thứ hai—ở khoảng cách giới nội. 

Trường hợp lây đường cong phẳng làm đường định hướng, mặt 
xác định bởi các tiêp tuyên với đường cong như vậy sẽ là mặt phẳng. 

Khi cắt mặt có cạnh lùi bằng mặt phẳng không đi qua đường sinh, 
ta được một đường cong có điểm lùi (xem đoạn trên trong mục này) 
nằm trên cạnh lùi. Từ đó có tên «cạnh lùn. 


B. Những mặt kẻ không khả triên 

1. Mặt với mặt phẳng định hướng song song 

1.1 Xylindrôit và cônôit. Mặt xylindrôit được tạo nên bởi đường 
thẳng di chuyên luôn luôn song song với một mặt phẳng đã cho (quái 
phẳng định hướng Song song») và cắt hai đường cong (đường chuẩn). 
Nêu hai đường chuẩn là những đường cong phẳng thì dĩ nhiên chúng 
không được cùng nằm trong một mặt phẳng. 

Trên hình 318 vẽ xylindrôit được tạo bởi đường thăng 44D song 
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HỈNH 319. 


song với mặt phẳng định hướng P (trong trường hợp đã cho là mặt 
phẳng chiêu bằng) và cắt hai đường chuẩn 48C và DEF. Rõ ràng, 
muôn dựng hình vẽ cần cho các hình chiêu của các đường định hướng 
và biêt vị trí của mặt phằng định hướng song song. 

Mặt cônôi? được tạo bởi đường thẳng di chuyên'song song với 
một mặt phẳng đã cho («mặt phẳng định hướng song song») và cắt hai 
đường chuẩn, trong đó một đường là đường cong, còn đường kia là 
đường thẳng (nêu đường cong phẳng thì không được cùng mặt phẳng 
với đường chuẩn thứ hai là đường thẳng). Cônôit được vẽ trên hình 
319. Mặt phẳng ⁄ được chọn là mặt phằng định hướng song song. 
Đường sinh là đường thẳng cắt đường cong 4F và cắt CD là đường 
thằng, trong trường hợp đã cho, ở vị trí vuông góc với mặt phẳng ; 1. 

Mọi mặt phẳng song song với mặt phẳng định hướng song song sẽ 
cắt xylindrôit và cônôit theo đường thằng. Từ đó, nêu yêu cầu vẽ một 
đường sinh nào đó của xylindrôit hoặc cônôït, cần lập một mặt phẳng 
tương ứng với điều kiện đã cho và song song với mặt phẳng định 
hướng song song, tìm các giao điểm của các đường chuẩn của mặt với 
mặt phẳng này và qua các giao điêm đó vạch đường thẳng (là đường 
sinh cần tìm). Trong trường hợp đặc biệt được biểu diễn trên hình 
319, muôn vẽ đường sinh của cônôït đi qua điểm E của đường thẳng 
định hướng, có thê không dùng mặt phằng cắt phụ trợ, vì hình chiêu 
đứng của đường sinh phải song song với trục x. Chỉ cần vạch e#//x, 
theo ƒ tìm điêm ƒ và hình chiêu bằng ¿ƒ/ 

Trên hình 318, ở bên phải chỉ cách tìm hình chiêu &“ của điểm 
X thuộc xylindrôit, nều cho trước hình chiêu k. Qua & ta vạch mặt 


' Cônôit là những mặt S4ŒDS và SBCDS trên hình 265, cùng với các tam giác 
ASB và ABC, giới hạn vật thể được biểu diễn trên hình vẽ này. 
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phẳng (không vẽ trên hình vẽ) song song với mặt phẳng định hướng 
song song P. Giao tuyên là đường thẳng có hình chiêu ¡— 2, J— 2”. 
Từ đó tìm được hình chiêu & trên 1⁄2, 

Nêu cho hình chiêu đứng của một điểm bât kỳ nào đó thuộc 
xylindrôit và cận tìm hình chiêu bằng thì ta làm như đã nêu ra ở trên: 
lập một mặt phẳng nào đó chứa điểm đã cho và cắt xylindrôit. Ví dụ, 
xylndrôit trên hình 318 cần cắt bằng mặt phẳng bằng có cùng độ cao 
với hình chiêu đứng đã cho của điểm, dựng hình chiêu bằng của Ø1aO 
tuyên và trên đó vẽ hình chiêu bằng cần tìm của điểm. 

Trong trường hợp dựng các hình chiêu của điểm trên cônôit, cách 
làm cũng tương tự. 

1.2. Parabôlôit hypecbôlic. Trên hình 320 cho hình vẽ và đồ thức 
của mặt parabôlôit hypecbôlic, còn gọi là parabôlôir kẻ. Mặt này có thể 
coi là mặt tạo bởi sự di chuyển của một đường thằng luôn Song song 
với một mặt phẳng định hướng song song trên hai đường chuẩn là 
đường thẳng chéo nhau. Trên hình 320, mặt phẳng định hướng song 





HỈNH sại, 
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song là mặt phẳng hình chiêu #7, còn các đường thẳng chuẩn là 47 và 
CD. | 

Cũng trên hình vẽ này chỉ ra cách dựng hình chiêu bằng k khi biêt 
hình chiêu đứng k“ của một điễm thuộc mặt. Vân đề chuyên thành vẽ 
hình chiêu đứng øz của đường sinh có cùng độ cao với điểm &“ và 
tương ứng với mặt phẳng định hướng song song đã cho. 

Nêu cho trước hình chiêu bằng k, muôn tìm hình chiêu đứng k“ thì 
cần lập một mặt phẳng cắt nào đó, mà trong không gian đi qua điêm 
K của mặt parabôlôit hypecbôlic, nghĩa là làm như đã trình bày ở trên 
đôi với mặt có cạnh lùi. 

Trong hình học giải tích người ta chứng minh rằng parabôlôit hypecbôlic có thê coi 
như tạo nên bởi parabôn BOÓĐ, (hình 321) có đỉnh di chuyên theo parabôn 41ð4; và 
có trục đôi xứng luôn song song với trục z, mặt phẳng của parabôn BOð, luôn song 





HỈÌNH 321. HÌNH 324. 
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song với mặt phẳng xÓz. Giao của parabôlôit hypecbôlic cắt bởi mặt phẳng song song 
với xOy là một hypecbôn (nêu mặt phăng cắt đi qua đỉnh Ó thì giao sẽ gồm hai đường 
thắng qua Ø). Các mặt phẳng song song với xÓz và yOÓz cắt parabôlôit hypecbôlic theo 
các parabôn. Điều này liên quan tới tên gọi của mặt là «parabôlôit hypecbôlic». 

Trên hình 322 vẽ parabôlôit hypecbôlic được tạo nên bởi đường 
sinh thẳng 44 di chuyên tựa trên hai đường thẳng chéo nhau 4D và 
BC song song với mặt phẳng định hướng P. Hiển nhiên ta vẫn tạo 
được cùng mặt đó nêu chọn 4D làm đường sinh và buộc nó di chuyển 
theo hai đường chuẩn 4ð và CD luôn luôn song song với mặt phẳng 
P,. Từ đó suy ra, qua một điểm bât kỳ của parabôlôit hypecbôlic có 
thể vạch hai đường thằng thuộc mặt này. 

Trên hình 322 thây rõ parabôn tương ứng với parabôn 4Ó; về 
trên hình 321. Parabôn giao tuyên của parabôlôit hypecbôlic cắt bởi 
mặt phẳng cạnh đi qua các điểm Ö và D cũng được vẽ trên hình 322 
(trên hình 321,đó là parabôn BOØ?,). Muôn vẽ hypecbôn giao tuyên 
của parabôlôit hypecbôlic với mặt phẳng #7, cần tìm vêt bằng của các 
đường sinh như đã chỉ ra trên hình 322 đôi với một sô đường sinh. 

Như vậy, đổi với các mặt được xét— xylindrôit, cônôit, parabôlôït 
hypecbôlic— đường sinh là đường thẳng, đồng thời cắt hai đường 
chuẩn và luôn song song với một mặt phẳng nào đó, thêm vào đó các 
đường chuẩn và mặt phẳng định hướng song song phải ở vị trí không 
thay đôi đôi với nhau. 

2. Mặt với ba đường chuẩn 

2.1. Hypecbólôit một tầng. HypecbôlôrIt một tầng là mặt tạo nên bởi 
một đường thằng di chuyên và cắt đồng thời ba đường thẳng chéo 
nhau (đường chuẩn) 1. 

Nêu (hình 323) trên một trong ba đường chéo nhau đã cho — ví dụ 
trên đường thằng 7—ta chọn điểm 44;, rồi qua điểm đó và qua mỗi 
một trong hai đường thẳng còn lại (17 và 7I) lập các mặt phẳng P và 
Q, thì những mặt phẳng này sẽ cắt nhau theo đường thằng đi qua điểm 
4, và cắt đường thẳng J7 ở điềm K;, cắt đường thẳng 1/7 ở điểm 
&;. Nêu lây tât cả các điểm của đường thẳng 7 làm điểm xuât phát 
và vẽ như trên các đường thẳng 7 làm điểm xuât phát và vẽ như trên 
các đường thẳng như 44K; v.v... thì chúng sẽ tạo nên mặt gọi là 
mặt hypecbôlôit một tầng. 
| Trong thực tê người ta chọn một dãy điểm của đường thắng 7 và dựng các đường 
sinh tương ứng. Trên hình 323 có thê giới hạn chỉ vẽ một mặt phẳng, ví dụ mặt phẳng 


TH ———— 
' Nêu ba đường chuẩn đều song song với cùng một mặt phẳng, thì đường sinh di 
Chuyên tựa trên các đường thẳng đó sẽ tạo nên mặt parabôlôir hypecbôlic. 
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Q của đường thắng 77 và tìm giao điểm K; của đường thăng 7/7 với mặt phẳng Ó. 

Trong hình học giải tích người ta chứng minh rằng hypecbôlôit một tầng cũng có 
thể được tạo nên bởi sự di chuyên của một elip biên dạng (hình 324 bên trái) có mặt 
phẳng luôn song song với mặt phẳng x0y và có các đầu mút của các trục trượt trên các 
hypecbôn thuộc các mặt phẳng x0z và y0z. Trên hình 324 bên phải vẽ mặt hypecbôlôït 
một tầng với các đường sinh thằng đó. Nêu thay elip bằng vòng tròn biền dạng thì hai 
hypecbôn chuẩn sẽ giöng như nhau. Trong trường hợp này, ta có mặt hypecbôlôit một 
tầng tròn xoay (xem mục SÌ). 

Qua một điêm bâtkỳcủa hypecbôlôitmộttầngcó thêvạchhai đường 
thắng thuộc mặt đó. Điều này đã được ghi nhận trước đây đôi với pa- 
rabôlôIt hypecbôlic. 

Trên hình 325 vẽ hypecbôlôit một tầng được cho bởi ba đường 
thăng chéo nhau ở vị trí bât kỳ. Một trong các đường thẳng này được 
đặt ở vị trí vuông góc với mặt phẳng //. Bao giờ cũng có thê đưa về vị 
trí này dù chỉ dùng phương pháp thay đôi các mặt phẳng hình chiêu. 
Trên hình chỉ cách vẽ hình chiêu đứng &“ của điểm K thuộc mặt hy- 
pecbôlôit một tầng và được cho bởi hình chiêu k. Vạch qua các điễm 
a và k đường thẳng — hình chiêu bằng của đường sinh, theo các điểm 
đ và ƒ ta vẽ các hình chiêu Z và ƒ, như vậy xác định được hinh chiêu 
đứng của đường sinh, và từ đó vẽ được điêm &ˆ cần tìm. 

Nêu không cho hình chiêu bằng mà cho hình chiêu đứng của điểm 
K thuộc hypecbôlôit một tầng, thêm vào đó không có đường thẳng 
định hướng nào vuông góc với mặt phẳng V, thì cần cắt hypecbôlôit 
một tầng bằng mặt phẳng sao cho nó đi qua điểm K, điều ta đã nói 
ở trên. 

2.2. Trụ lệch với ba đường chuẩn. Trụ lệch với ba đường chuẩn là 
mặt tạo nên bởi đường sinh thằng di chuyên tựa trên ba đường chuẩn, 
trong đó ít nhât có một đường cong !, 

Nều các đường chuẩn đều là đường thắng chéo nhau, thì ta có 
mặt hypecbôlôIt một tầng đã xét ở trên. Có thê xảy ra trường hợp một 
trong các đường chuẩn là đường cong phẳng. Đường này không 
được cùng nằm trong một mặt phẳng với bât kỳ một trong hai đường 
thắng chuân chéo nhau còn lại. Nêu đường chuẩn là hai đường cong 
và một đường thẳng thì trụ lệch sẽ gọi là cônuxôit. Một vi dụ được vẽ 
trên hình 326. Cônuxôït được cho bởi hai đường cong thuộc hai mặt 
phẳng cạnh và đường thẳng 4ð vuông BÓC với mặt phẳng #. Các hình 
chiêu bằng của các đường sinh đi qua điểm a(0). Hình chiêu đứng của 
các đường sinh cắt các hình chiêu 2ð“ ở các điểm khác nhau. Trên 
hình 326 chỉ ra cách dựng hình chiêu đứng và hình chiêu cạnh của 


'_Về cách vẽ đường sinh của trụ lệch có ba đường chuẩn xem mục 63 


198. 
hftps://tieulun.hopto.org 





HINH 325. 


điểm K thuộc cônuxôit và được cho bởi hình chiêu k: qua các điểm 
a và & ta vẽ hình chiêu bằng của đường sinh, vẽ các hình chiêu còn lại 
của đường sinh đó, rồi trên chúng vẽ các hình chiêu # và k“”. Nêu cho. 
ví dụ, hình chiêu k“ và cần tìm hình chiêu k, thì ta dùng các mặt phẳng 
cắt tương ứng, như đã nói về phương pháp này ở đoạn trên trong 
mục này. 

Trụ lệch có ba đường chuẩn được ứng dụng rộng rãi trong thực 
tiễn (trong thiêt kê chân vịt, cánh quạt, các mặt thuộc thùng xe, thân xe 
ôtô v. v...). | 

Như vậy, với các mặt được xét—— hypecbôlôit một tầng và trụ lệch 
với ba đường chuẩn, đường sinh là đường thẳng phởi cắt đồng thời ba 
đường chuẩn cô định. 
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C. Mặt không kẻ 


1. Mặt không kẻ bậc hai. Ở' trên ta đã xét các mặt kẻ bậc hai: trụ, 
nón, parabôlôit hypecbôlic và hypebôlôit một tầng. Bây giờ ta xét các 
mặt bậc hai còn lại, không kẻ: elipxôi, parabôlôit eliptic và 
hypecbôlôit hai tầng. 

1.1 Elipxôit. Elipxôit có thể được tạo nên bởi sự di chuyên của 
một elip biên dạng 4CBD (hình 327), mà mặt phẳng của nó luôn song 
song với mặt phẳng xÓy và đầu mút của các trục trượt theo các elip 
AEBF và CEDF. Nều trong elipxôiït này, các đường kính 4, CD và 
EF cả ba đều không bằng nhau, thì elipxôit gọi là elipxôit.có ba trục; 
nêu hai trong ba trục bằng nhau nhưng không bằng trục thứ ba thì ta 
có elipxôi tròn xoay dẹt hay đài (xem mục S5I); nêu lại có 
AB= CD = EF thì ta có mặt cầu. Giao của elipxôit với một mặt 
phăng bât kỳ là elip, trong ba trường hợp đặc biệt—là vòng tròn. 

1.2. Parabôlôit eliptic. Parabôlôit eliptic có thể được tạo ra bởi sự 
di chuyên của một elip biên dạng 48C?D (hình 328) thuộc một mặt 
phẳng luôn song song với mặt phẳng xÓy và các đầu mút của các trục 
trượt theo các parabôn 4Ó và COD. Giao của parabôlôït eliptic cắt 
bằng các mặt phẳng khác nhau chỉ có thê là elip (trong một sô trường 
hợp — là vòng tròn) và parabôn; ta có giao là parabôn khi mặt phẳng 
cắt song song với trục của parabôlôit eliptic. Nêu elip 4B8ŒCD được 
thay bằng vòng tròn biên dạng thì cả hai parabôn 4ð và DOC sẽ 
giông như nhau. Trong trường hợp này, mặt gọi là parabôlôit tròn 
xoay (xem mục 5]). 

1.3. Wypecbôlôit hai tầng. Hypecbôlôit hai tầng (hình 329) gồm hai 
phần (hai «dải») kéo dài ra vô tận. Mỗi dải có thể được tạo ra bởi sự 
di chuyên của một elp biên dạng (4C¿BÐD, và 
A,C,B,D,) thuộc mặt phẳng luôn vuông góc với trục 
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HÌNH 328. HINH 329. 


O,O, của mặt và các đầu mút của trục elip trượt trên hai hy- 
pecbôn. Nêu thay elip bằng một vòng tròn biên dạng thì cả hai hy- 
pcbôn 4,5, và CÓ¿D, sẽ giông như nhau. Trong 
trường hợp này, mặt gọi là hypecbôlôit hai tầng tròn xoay (xem 
mục 5Ì). 

Cắt hypecbôlôit hai tầng bằng các mặt phẳng khác nhau, ta có thê 
có giao tuyên là elip (trường hợp đặc biệt — là vòng tròn), hypecbôn 
và parabôn. 

2. Mặt xyclic. ÄM⁄ã/ xyclic 1 được tạo nên bởi vòng tròn bán kính 
thay đôi có tâm di chuyển theo một đường cong nào đó. Ta hãy lưu 
ý trường hợp mặt xyclic được tạo nên bởi vòng tròn có mặt phẳng 
vuông góc với đường cong chuân đã cho và có tâm di chuyễn theo 
đường cong này. Mặt như vậy có tên là mi kênh. Mặt kênh có thê 
hình dung như là mặt bao một họ mặt cầu có bán kính thay đỗi và tâm 
di chuyên theo một đường cong chuẩn nào đó. Bán kính của vòng tròn 
sinh hay là của mặt cầu sinh có thê không thay đôi. Mặt tạo bởi sự đi 
chuyền của vòng tròn như vậy theo một đường cong chuẩn, hoặc do 
bao mặt cầu sinh ở tât cả các vị trí liên tiêp của nó khi tâm di chuyên 
cũng theo đường cong nói trên, gọi là mối ông. Một ứng dụng trong kỹ 
thuật của mặt này là các thiêt bị bù trừ trong các ông dẫn?2. 

Đường cong chuẩn cho mặt ông có thể là đường xoắn ôc trụ; 
trong trường hợp này, ta có mặt ông xoắn ôc. Ví dụ xem trên hình 349: 
mặt của dây có tiêt diện tròn quân quanh ông. Mặt ông xoắn cũng là 
mặt của lò xo hình trụ với các vòng xoắn ôc tiêt diện tròn. 


—>m—— 

' Kýklos (Hy Lạp)— vòng tròn. 

? Thiêt bị để hút thu các biên đổi về độ dài của öng dẫn với các dao động nhiệt 
độ lớn. 
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Mặt xyclic có các dạng khác nhau được ứng dụng, ví dụ, như 
ở các ông dẫn khí, các tuôc bin thủy lực, các máy bơm ly tâm. Mặt 
kênh trong trường hợp đường chuẩn là đường thẳng không phải 
đường cong sẽ chuyển thành mặt tròn xoay (xem mục 5Ï), trong 
trường hợp đặc biệt, chuyên thành mặt nón, còn mặt ông với đường 
chuẩn là đường thẳng sẽ chuyển thành mặt trụ tròn xoay. 


D. Mặt cho bằng khung 
Mặt cho bằng khung là mặt cho bằng một sô đường thuộc mặt đó. 
Trường hợp đặc biệt, có thể hình dung một nhóm gồm một sô đường 
cong phẳng thuộc các mặt phẳng song song với nhau và một nhóm thứ 
hai gồm các đường cắt các đường cong của nhóm thứ nhât; giao của 
hai nhóm đường tạo nên khung của mặt. 
Mặt cho bằng khung không thê được coi là hoàn toàn xác định: có 
thể có những mặt cùng khung nhưng khác nhau đôi chút. 
Ví dụ về mặt khung có thê kê các vỏ thân tàu thủy, máy bay, ôtô. 


E. Mặt gra p hic 

Mỗi mặt có thể được cho bằng øraphic !. Nhưng với một sô mặt 
thì các đường sinh và đường chuẩn được xác định về mặt hình học và 
sự tạo mặt phụ thuộc một quy luật xác định; với các mặt khác thì 
những điều kiện trên không có. Trường hợp sau này thì mặt chỉ được 
cho một cách graphIic nhờ một sô đường; những đường này (theo ý đồ 
thiêt kê) phải thuộc mặt hoặc được thê hiện trên mặt đã có. 

Những mặt này được gọi là mặt graphic. 

Trong sô các mặt graphic có mặt địa hình (tôpôgraphic ?), nghĩa là 
mặt Trái đât đứng về quan điêm các hình biểu diễn nó. Địa hình mặt 
Trái đât được biểu diễn bằng những đường đồng mức — giao tuyên 
của mặt đâầt cắt bằng những mặt phẳng nằm ngang. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 49, 50 


l. Mặt là gi? 

2. Mặt «động» được tạo nên như thê nào? 

3. Đường sinh của mặt là gi? 

4. Các mặt kẻ và không kẻ khác nhau ở chỗ nào? 

5. Mặt có thể được tạo nên không phải bằng đường sinh mà bằng mặt sinh 


6. Đường chuẩn là gì? 
7. Những mặt nào thuộc sô những mặt không khai triển được? 
6. «Cho một mặt trên bản vẽ» nghĩa là thê nào? 


_ Nghĩa là cho bằng đồ thức hay hình vẽ; từ chữ grapho (Hy Lạp): tôi vẽ. 
? Topos (Hy Lạp)— địa phương, địa điểm. 
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9, Các mặt trụ, nón, mặt có cạnh lùi được tạo nên như thê nào? 

Các mặt đó được cho trên bản vẽ như thê nào? 

I0. Mặt bậc hai là mặt gì? Mặt đó cắt mặt phẳng theo những đường gì? : 

¡I. Các mặt trụ được phân biệt như thề nào? : 

J2. Nón nào được gọi là eliptic và nón nào gọi là tròn nghiêng? 

I3. Trên bản vẽ, mặt có cạnh lùi được cho như thê nào? Ngoài tên «mặt có cạnh 
lùi», với mặt này ta còn gặp tên gọi nào khác? 

14. Các mặt có mặt phẳng định hướng song song được tạo nên như thê não? 

15. Với xylindrôit và cônôit, những đường nào gọi là đường chuẩn? 

l6. Mặt parabôlôit hypecbôlic được tạo nên như thê nào? 

I7. Mặt parabôlôit hypecbôlic cắt những mặt phẳng song song với các mặt phẳng 
tọa độ theo những đường gi? 

I8. Qua mỗi điểm của parabôlôit hypecbôlic có thê vạch được mây đường thẳng 
thuộc mặt? 

J9. Hypecbôlôit một tầng được tạo nên như thê nào? 

20. Qua mỗi điểm của hypecbôlôit một tầng có thể vạch được mây đường thẳng 
thuộc mặt? 

21. Trụ lệch với ba đường chuẩn được tạo nên như thê nào? 

22. Trường hợp nào trụ lệch với ba đường chuẩn gọi là cônuxôit? 

23. Hãy kê ra những mặt bậc hai kẻ và không kẻ. 

24. Có thê coi mặt cầu như là mặt elipxôit không? và trong trường hợp nào? 

25. Cắt elipxôit bằng các mặt phẳng cho ta những đường øì? 

26. Parabôlôit eliptic là mặt gì? 

27. Cắt parabôlôit eliptic bằng các mặt phẳng cho ta những đường gì? 

28. Giao tuyên phẳng của hypecbôlôit hai tầng là những đường cong gì? 

29. Những mặt nào gọi là mặt xyclic? 


S1. Mặt tròn xoay 


Trong sô các mặt cong kẻ và không kẻ, các mặt tròn xoay được 
dùng rộng rãi trong thực tiễn. Ä⁄Zã/ /ròn xoay là mặt tạo nên do xoay 
một đường sinh nào đó quanh một đường thằng cô định là /rục của 
mặt !. 

Mặt tròn xoay có thê được cho bằng đường sinh và vị trí của trục. 
Trên hình 330 vẽ một mặt như vậy. Ở đây, đường sinh là đường cong 
ABC, trục là đường thắng ØÓ; cùng nằm trong một mặt phẳng với 
ABC. Mỗi điềm của đường sinh vạch nên một vòng tròn. Như vậy, 
mặt phẳng vuông góc với trục của mặt tròn xoay cắt mặt đó theo vòng 
tròn. Các vòng tròn như vậy gọi là các vĩ /xyên. Vĩ tuyên lớn nhât gọi 
là xích đạo, vĩ tuyên nhỏ nhât gọi là họng của mặt?. 





' Trong quá trình tạo mặt tròn xoay, trục không di chuyền. 
—” Chính xác hơn, xích đạo là vĩ tuyên lớn hơn các vĩ tuyên lân cận cả về hai phía xét 
đên họng thứ nhât; họng là vĩ tuyên nhỏ nhât trong các vĩ tuyên lân cận-xét đền xích đạo 
đầu tiên. Như vậy, mặt tròn xoay có thể có một vài xích đạo và họng. 
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Mặt phẳng đi qua trục xoay gọi là mới phẳng kinh tuyên. Giao 
tuyên của mặt tròn xoay với mặt phăng kinh tuyên gọi là kinh tuyên 
của mặi. ' 

Có thể gọi giao điểm của kinh tuyên với trục của mặt tròn xoay là 
đỉnh của mặt tròn xoay nêu ở giao không tạo nên góc vuông. 

Nêu trục của mặt tròn xoay song song với mặt phẳng V thì kinh 
tuyên nằm trong mặt phẳng song song với mặt phẳng V gọi là kinh 
tuyên chính. Với vị trí như vậy, kinh tuyên chính chiêu lên mặt phẳng 
V không biên dạng. Nêu trục của mặt tròn xoay vuông góc với mặt 
phăng ” thì hình chiêu bằng của mặt có đường bao ngoài dạng đường 
tròn. 

Về phương diện biểu diễn thì thuận tiện hơn cả là trục của mặt 
tròn xoay vuông góc với mặt phăng #7, hoặc với mặt phăng V hoặc M. 

Một sô mặt tròn xoay là các mặt thuộc trường hợp đặc biệt được 
xét ở mục 50. Ví dụ như: I) trụ tròn xoay, 2) nón tròn xoay, 3) 
hypebôlôit một tầng tròn xoay, 4) elipxôit tròn xoay, 5) parabôlôit 
tròn xoay, 6) hypecbôlôit hai tầng tròn xoay. 

Với frụ và nón tròn xoay, kinh tuyền là những đường thằng. Trong 
trường hợp đầu, đó là hai đường SOng song và cách đều trục xoay, 
trường hợp thứ hai là hai đường thằng cắt nhau ở một điểm trên trục 
và nghiêng đều cùng một góc đôi với trục. Vì trụ và nón tròn xoay là 
những mặt kéo dài vô tận theo hướng các đường sinh, nên trên hình 
biêu diễn người ta thường giới hạn chúng bằng những đường cong, ví 
dụ, bằng vêt các mặt này lên các mặt phẳng hình chiêu hoặc giới hạn 
bởi một vĩ tuyên nào đó. Trơng hình học không gian ta đều quen biệt 
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trụ tròn thắng đứng và nón tròn thẳng đứng được giới hạn bởi mặt tròn 
xoay và các mặt phẳng vuông góc với trục của chúng. Kinh tuyên của 
trụ như vậy là các hình chữ nhật, của nón là các tam giác. 

Với hypecbôlôit tròn xoay, kinh tuyền là hypecbôn, thêm vào đó 
_nêu trục xoay là trục thực của hypecbôn, ta có hypecbôlôi! tròn xoay 
hai tầng; nều xoay hypecbôn quanh trục ảo của nó, ta được hypecb6lôi 
tròn xoay một tầng. 

Hypecbôlôit tròn xoay một tầng cũng có thê được tạo nên bằng 
cách xoay đường thẳng trong trường hợp nêu đường sinh và trục xoay 
là những đường chéo nhau. Trên hình 331 vẽ hypecbôlôit tròn xoay 
một tầng tạo nên bởi đường thẳng 44B xoay quanh trục đã chỉ rõ và 
giới hạn bởi hai vĩ tuyên; vòng tròn vạch từ tâm Ó, là họng của mặt. 

Trên mặt hypecbôlôit một tầng tròn xoay có thê đặt đường sinh 
thăng theo hai hướng, ví dụ như đã chỉ trên hình 331 hoặc theo hướng 
ngược lại, cùng nghiêng một góc như trên đôi với trục. 

Trên mặt này, ngoài các đường thẳng còn có các hypecbôn và 
đường tròn: hypecbôn là giao của mặt với các mặt phẳng qua trục 
hypecbôlôit và vòng tròn là giao của mặt với các mặt phẳng vuông góc 
VỚI {rỤC. 

Trên hình 331 bên phải chỉ cách vẽ hình chiêu đứng của hypecbô- 
lôit tròn xoay một tầng theo trục và đường sinh. Trước hêt tìm bán 
kính họng của mặt. Muôn vậy ta vạch đường vuông góc ø;i với 
hình chiêu bằng của đường sinh. Nhờ vậy ta xác định hình chiêu bằng 
của đường vuông góc chung với trục và đường sinh. Độ lớn thật của 
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đoạn thẳng được biểu diễn bởi các hình chiêu øy JƑƒ và o¡l bằng 
bán kính đường họng của mặt. Sau đó, bằng phép xoay các điểm có 
hình chiêu 2“, 2; 3, 3; đ> a tới vị trí trùng với mặt phẳng P song song 
với mặt phẳng V, ta vẽ được đườ ng bao ngoài của hình chiêu đứng 
của hypecbôlôit. Hình chiêu bằng của nó là ba vòng tròn đồng tâm. 

Với parabôlôit tròn xoay, kinh tuyền là parabôn mà tục là trục của 
mặt. 

Với elipxôit tròn xoay, kinh tuyên là elip. Mặt có thê được tạo nên 
bởi elip xoay quanh trục lớn của nó (elipxôii tròn xoay «đàb — hình 
332, bên trải), hoặc xoay quanh trục nhỏ của nó (elipxôit tròn xoay 
«đje»—— hình 332, bên phải). Elipxôiït tròn xoay là mặt bị gIỜI hạn; có 
thể biểu diễn toàn vẹn mặt này. Mặt cầu cũng vậy, có thể biêu diễn nó 
toàn bộ. Với mặt cầu, đường xích đạo và các kinh tuyên là các vòng 
tròn bằng nhau. | 

Lần nữa ta chú ý rằng những mặt tròn xoay như trụ, nón và 
hypecbôlôit một tầng là mặt kẻ, nghĩa là có thê tạo nên bằng cách xoay 





HÌNH 333. 


206 https://tieulun.hopto.org 





HÌNH 334. 


đường thẳng!. Nhưng elipxôit, parabôlôit và hypecbôlôit hai tầng 
được tạo nên không phải bởi xoay đường thẳng, mà là xoay elip, 
parabôn và hypecbôn, thêm vào đó trục xoay là trục đôi xứng của 
đường sinh. Cũng có thê nói như vậy đôi với hypecbôlôit tròn xoay 
một tầng nêu nó được tạo nên do xoay hypecbôn quanh trục ảo. 

Vì trục xoay được chọn trùng với trục đôi xứng của elip, parabôn 
và hypecbôn, nên mỗi đường elip và hypecbôn tạo nên hai mặt vì mỗi 
đường có hai trục đôi xứng, còn parabôn tạo nên một mặt vi có một 
trục đôi xứng. Vì vậy, mỗi mặt chỉ được tạo nên bởi một cách xoay. 
Trong khi đó thì mặt cầu mà ta có thẻ coi là elipxôit— mà elip đường 
sinh có trục lớn và trục bé bằng nhau, tức là vòng tròn—— có thê được 
tạo nên do nhiều cách vì vòng tròn sinh đôi xứng với mọi đường 
kính. 

Khi xoay vòng tròn (hoặc cung tròn) quanh trục nằm trong mặt 
phẳng của vòng tròn, nhưng không đi qua tâm của nó, ta được mi 
xuyên. Vật thể được giới hạn bởi mặt xuyên gọi là xuyên. Người ta 
phân biệt (hình 333): 1) xuyên mở, còn gọi là vành tròn; 2) xuyên đóng; 
3) xuyên tự: cắt. Trên hình 333, các xuyên được biểu diễn ở vị trí đơn 
giản nhât: trục xuyên vuông góc với mặt phẳng hình chiêu, ở đây là 
vuông góc với mặt phẳng H. 

Với xuyên mở và đóng, đường sinh là vòng tròn; với xuyên tự cắt, 
đường sinh là cung tròn. Cầu có thê nội tiêp xuyên mở hay xuyên 
đóng. Xuyên có thể coi như là mặt bao các mặt cầu bằng nhau có tâm 
nằm trên một vòng tròn. 

Xuyên có ba hệ tiêt diện tròn: thuộc các mặt phẳng vuông góc với 





L Tính qui luật trong vị trí của các đường sinh thẳng của hypecbôlôït tròn xoay một 
tầng được áp dụng trong kêt cầu với tên quen thuộc ‹qháp Sukhôp». V.G. Sukhôp 
(I853— 1939) là một trong những kỹ sư Nga xuât sắc. «(Tháp Sukhôp» được áp dụng 
trong kêt câu các cột anten, các tháp nước. 
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trục xuyên, thuộc các mặt phẳng đi qua trục xuyên và theo định lý 
Vilacxô, thuộc các mặt phăằng hai lần tiêp xúc với xuyên. 


Mặt xuyên thường gặp trong chê tạo máy và kiên trúc. Trên hình 334 bên trái vẽ một 
chi tiêt mà mặt tròn xoay của nó có chứa mặt xuyên tự cắt và mặt xuyên mở. Cũng trên 
hình này bên phải vẽ sơ đồ mặt chuyên từ một vòm trụ này sang vòm trụ khác có dạng 
xuyên đóng với trục là đỞÓi. 

Trong sô các mặt tròn xoay, ta nhắc thêm zmỹ: carenôï: !. Mặt này 
được tạo nên do quay trọn vẹn đường đây xích? quanh một trục nằm 
ngang cùng thuộc một mặt phẳng với đường này. 

Vị trí của điểm trên mặt tròn xoay được xác định nhò' vòng tròn 
thuộc mặt đi qua điêm đó. 

Nhưng điều này không loại trừ khả năng áp dụng các đường sinh 
thẳng trong trường hợp các mặt kẻ tròn xoay tương tự như đã chỉ 
trên hình 314 với trụ và nón dạng tông quát. 

Trên hình 330 chỉ cách áp dụng các vĩ tuyên đề vẽ hình chiều của 
điệm thuộc mặt tròn xoay đã cho. Nêu cho hình chiêu z, ta vẽ hình 
chiêu đứng /ƒ{ của vĩ tuyên, sau đó với bán kính R=oj/#' vẽ 


L Catena (La Tỉnh)—xích. 
? Đường dây xích—dạng đường cong của đây xích khi treo ở hai đầu, hay nói 
chung là dạng đường cong của một sợi nặng, không đàn hồi, khi treo ở hai đầu. 
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vòng tròn——hình chiêu bằng của vĩ tuyên, rồi trên hình chiêu này tìm 
hinh chiêu z. Nêu cho hình chiêu m thì phải vẽ vòng tròn bán kính 
R= ơm, theo điềm ƒ tìm ƒ và vạch ƒƒ/ là hình chiêu đứng của vĩ 
tuyên, trên đó phải có hình chiêu zz. Trên hình 332 chỉ cách vẽ các hình 
chiêu của điểm K thuộc elipxôit tròn xoay, còn trên hình 335—— vẽ hình 
chiêu của điểm 4⁄4 thuộc mặt xuyên. 

Trên hình 335 ở bên phải chỉ cách tìm hình chiêu của các điểm trên 
mặt cầu. Theo hình chiêu đã cho øz của điểm 44, vẽ hình chiêu đứng z/; 
theo hình chiêu đã cho ở“, vẽ hình chiêu bằng ð của điểm 8 thỏa mãn 
điều kiện bố sung là điểm ZÖ khuât nêu nhìn vào mặt phẳng E. 

Điểm € được cho trên xích đạo: hình chiêu e của nó nằm trên 
đường bao ngoài hình chiêu bằng của mặt cầu, nghĩa là nằm trên hình 
chiêu bằng của xích đạo. Điểm K và M nằm trên kinh tuyên chính: 
chúng thuộc các vĩ tuyên trên đó có các điểm 4 và 8. Điểm D cũng 
ở trên kinh tuyên chính, thêm vào đó, điểm này khuât nêu nhìn vào 
mặt phẳng 7#. 

Ta hãy xét ví dụ về dựng hình chiêu của các điểm thuộc mặt tròn 
xoay. Giả thiêt yêu cầu bằng phép xoay quanh trục đã cho ÄMN, đưa 
điểm 4 tới vị trí thuộc mặt tròn xoay đã cho (hình 3362). Vì trong 
trường hợp đã cho, trục của mặt tròn xoay và trục xoay của điểm 
4 đều vuông góc với mặt phẳng hình chiêu 7#, nên vòng tròn xoay của 
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điểm 44 chiêu lên ⁄ không biên dạng giông như vĩ tuyên của mặt tròn 
xoay là giao của mặt này với mặt phẳng xoay của điểm 44. Tr ong mặt 
phẳng này có tâm xoay của điểm 4—— đó là điểm Ó (giao điểm của trục 
xoay MN với mặt phẳng xoay %). Phần còn lại được chỉ rõ trên hình 


vẽ. Ở vị trí 4; thuộc mặt, điểm là khuât trên mặt phẳng E. 

Giả thiệt đặt vân đề chọn trục xoay sao cho điểm 4 đã cho nằm trên mặt tròn xoay đã 
cho. Trong mục 38§ đã xét vân đề tương tự, nhưng ở đó yêu cầu chọn trục sao cho xoay 
quanh trục đó có thể đưa điểm nằm trên mặt phẳng. Khi đó đã xác định là có một miền 
trong đó không thẻ chọn trục xoay, vì xoay quanh các trục như vậy sẽ không thê đưa 
điểm tới vị trí trùng mặt phẳng. Miền này được xác định bởi trụ parabôlic, thêm vào đó 
parabôn xuât hiện khi xét vị trí tương quan của điểm bị xoay và đường thăng, trên đó 
điểm phải có mặt và trùng với mặt phẳng. 

Bây giờ hiển nhiên vân để sẽ được giải quyêt khi xét vị trí tương đôi của điểm 4 và 
vòng tròn (vĩ tuyên ) trên mặt của vật thể tròn xoay. 

Từ hình 336z suy ra hình chiêu ø của tâm xoay phải ở vị trí sao cho 8; không 
nhỏ hơn khoảng cách từ điểm ø tới điểm gần nhât trên hình chiêu của vòng tròn bán 
kính r. Nêu chọn điểm ø cách đều z và hình chiêu của vòng tròn đó (ví dụ ở ø, hoặc 
o;; xem hình 336;), thì ở điểm này có thể xác lập trục xoay: vòng tròn xoay của điểm 
4 tiềp xúc vòng tròn bán kính r, nghĩa là điểm 4 trùng với mặt tròn xoay. 

Trên hình vẽ, các điểm cách đều điểm ø và vòng tròn bán kính r ở đâu? Các điểm 
này thuộc hypecbôn (hình 336) nhận z là một tiêu điểm, nhận ø, — điểm giữa của aÏ 
là một đỉnh. Nêu chia đoạn z3 làm hai phần bằng nhau, ta được đỉnh thứ hai của 
hypecbôn (điểm ø;); tiêu điểm thứ hai nằm ở điểm e, nghĩa là ở tâm vòng tròn thu 
được khi cắt mặt của vật thể tròn xoay bằng mặt phẳng Š (hình 3362). 

Từ những điều xét ở trên suy ra: các điểm thuộc hai nhánh hypecbôn hoặc nằm 
giữa hai nhánh đó có thê được chọn mỗi điểm làm hình chiêu bằng của trục xoay. 

Cũng có thê xảy ra trường hợp điểm nằm ở trong mặt tròn xoay. Như vậy, khi lập 
mặt phẳng xoay qua điểm, ta được hình chiêu ø ở bên trong hình chiêu vòng tròn bán 
kính r là giao của mặt tròn xoay cắt bởi mặt phẳng xoay của điểm 4 (hình 336c). Lần 
này, hiển nhiên &„ không được nhỏ hơn khoảng cách từ điểm ø (tức là hình chiêu của 
trục) tới điểm gần nhât của hình chiêu vòng tròn bán kính z. Vị trí giới hạn của các hình 
chiêu các trục bây giờ là các điểm của elip có tiêu điểm ở z và c, có trục lớn trên đường 
thẳng /—3, có đỉnh ở ø, và øo;. Không được chọn hình chiêu các trục ở phần trong 
của elip: những trục này sẽ không chơ khả năng đưa điểm 4 tới trùng với mặt tròn xoay. 

Như vậy, vân đề chọn trục xoay sao cho xoay một điểm quanh trục đó sẽ đưa điểm 
tới trùng với mặt tròn xoay có trục song song với trục xoay sẽ dẫn (a đền elip (hình 
33óc), parabôn (hinh 244), hypecbôn (hình 3362) là quỹ tích các tâm xoay. 


Khi giải các bài toán khác nhau người ta áp dụng các mặt này hay 
mặt khác như là quỹ tích các điểm hay đường thỏa mãn những điều 
kiện xác định. Ví dụ, cho mặt phẳng P và điểm K ở ngoài mặt phẳng 
đó: hãy xác định các điểm thuộc P và cách K một khoảng đã cho 
r (khoảng cách r lớn hơn khoảng cách từ điểm K tới mặt phẳng ?). 
Trong trường hợp này, cách giải gắn với việc sử dụng mặt cầu như là 
quỹ tích các điểm cách điểm K một khoảng bằng r. Mặt phẳng ? sẽ cắt 
mặt cầu này theo vòng tròn là quỹ tích cần tìm. 
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Nêu yêu cầu vẽ trong mặt phẳng P những điểm ở khoảng cách 
; không phải đôi với điểm, mà đôi với một đường thẳng 48 nào đó 
không nằm trong mặt phẳng ?, thì quỹ tích các điểm như vậy trong 
không gian là mặt trụ tròn xoay với trục 4# và bán kính z. Các điểm 
cần tìm trong mặt phẳng P nhận được trên đường giao của trụ đó với 
mặt phẳng ?. : 

Sau đây, trên hình 368 bên phải và hình 401, ta sẽ thây các ví dụ áp 
dụng mặt nón tròn xoay như là quỹ tích các đường thẳng đi qua một 
điểm đã cho. 

Nêu trong bài toán đặt vân đề về các điểm cách đều mặt phẳng 
0 và điểm M đã cho, thì dùng parabôlôit tròn xoay có tiêu điệm của' 
parabôn ở điểm Ä⁄ làm quỹ tích các điểm như vậy trong không gian. 

Dĩ nhiên, các ví dụ trên đây không bao quát được hêt việc áp dụng 
mặt này hay mặt khác làm quỹ tích. 


CÂU HỎI CHO MỤC 51 


I. Mặt tròn xoay là gì? 
2. Mặt tròn xoay có thể được cho bằng gì? 
3. Trên mặt tròn xoay, vĩ tuyên, kinh tuyên, xích đạo, đường họng, kinh tuyên 
chính là gì? 
4. Trục nào của hypecbôn là trục xoay để tạo nên 
a) hypecbôlôit một tầng tròn xoay, 
b) hypecbôlôit hai tầng tròn xoay? 
. Có thê tạo nên hypecbôlôit một tầng tròn xoay bằng đường thẳng không? 
- Những mặt tròn xoay nào (ngoài hypecbôlôit một tầng) là mặt kẻ? 
. Mặt xuyên được tạo nên như thê nào? 
- Trường hợp nào thì xuyên có tên là «vành tròn»? 
. Xuyên có những hệ tiêt điện tròn nào? 
. VỊ trí điểm trên mặt tròn xoay được xác định như thê nào? 
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52. Mặt xoắn ôc và vít 


Trên hình 337 biểu diễn một vòng xoắn ôc của mặt xoắn ôc được 
.tạo bởi chuyến động của đoạn thẳng 48. Đường thẳng được xác định 
bởi đoạn thăng đã cho trong mọi vị trí đều cắt trục đưới cùng một góc 
(trên hình 337, góc 609). Chuyên động của các đầu đoạn thắng dọc 
theo trục tỷ lệ với chuyển động góc của đoạn thẳng. 

Các điểm 4 và Ö tạo nên các đường xoắn ôc trụ cũng như tât cả 
các điễm của đoạn thằng AB, do đó, muôn biêu diễn chính xác hơn 
đường bao ngoài của mặt xoắn ôc trên mặt phẳng V cần vẽ càng 
nhiều, nêu có thể, những hình chiêu của các đường xoắn 6e được vạch 
ra bởi các điểm khác nhau của đoạn thăng A4, sau đó vẽ những 
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HÌNH 337 HÌNH 338. 


đường cong bao các hình chiêu đó. Trong thực tê, thay vì cách vẽ công 
kềnh như vậy, thông thường người ta vạch những đường thăng tiêp 
xúc đồng thời các hình chiêu của các đường xoắn ôc (xem hình 3435). 

Nêu độ nghiêng của các đường sinh đôi với trục của trụ không 
bằng 90° (ví dụ, 60° trên hình 337), thì mặt xoắn ôc mang tên xoắn ôc 
xiên. Nêu góc đó bằng 90° thì gọi là mặt xoắn ôc (hẳng. Mặt này được 
vẽ trên hình 338. 

Theo cách tạo thành, mặt được vẽ trên hình 338 là cônôi:. Thật 
vậy, đường sinh là đường thắng, ở mọi vị trí đều song song với một 
mặt phẳng nào đó (trong trường hợp đã cho, vuông góc với trục của 
trụ): đường sinh cắt hai đường chuẩn, một đường cong và một đường 
thẳng (trục của trụ). Vì đường chuẩn cong là một đường xoắn ôc, nên 
cônôit này gọi là cônôit xoắn ôc. Tên gọi khác là hêlicôit thắng !. 

Trên hình 338 cônôit xoắn ôc được vẽ cùng với trụ tròn có cùng 


! Hélicoidal (Pháp)-- thuộc xoắn ồc; hélice (Pháp)— đường xoắn. Còn gọi là 
hệlicôit. Từ hêlicôit chÍ mặt xoắn ôc kẻ. 
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HÌNH 339. 


trục với nó. Kết quả trên mặt trụ tạo nên đường xoắn ôc trụ có cùng 
bước với đường chuẩn xoắn ôc. Mặt giới hạn bởi hai đường xoắn õc 
được gọi là mặt cônôit xoắn ôc vành. 

Mặt xoắn ôc xiên biểu diễn trên hình 337 cũng có tên là hêlicôit 
xiên. Đặc điểm của mặt này là đường sinh thằng trong mọi vị trí đều 
cắt hai đường chuẩn—— đường xoắn ôc trụ và đường thẳng (trục của 
mặt), thêm vào đó đường sinh cắt trục dưới một góc không đổi, 
không bằng 90°. Trong tât cả mọi vị trí, đường sinh SOnØ song với 
đường sinh của một nón fròn xoay nào đó có trục trùng với trục của 
đường xoắn ôc (hình 339, bên trái). Ví dụ, nêu cần vẽ hình chiêu đứng 
của đường sinh của hêlicôit xiên đi qua điểm C€, thì cần bắt đầu bằng 
vẽ hình chiêu bằng của đường sinh đó, nghĩa là vạch bán kính sc, theo 
điểm e¡ tìm c¡ và hình chiêu đứng của đường sinh :SC, của 
nón, sau đó vạch e# song song với $C(, | 

Trên hình 339 bên phải vẽ mặt xoắn ôc tạo bởi chuyển động của đoạn thẳng tiễp 
XÚC với mặt trụ. Cách vẽ lại chuyển về tìm hình chiều của đường xoắn öc tạo bởi hai 
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điểm: đầu mút 4 của đoạn thẳng và tiêp điểm Ø. Đoạn thẳng có thể định hướng đôi với 
trục hoặc dưới một góc vuông (như ở hình 339) hoặc dưới một góc nhọn. 

Mặt được biếu diễn trên hình 339 bên phải là xylindrôi (xem mục 50, phần B). 
Thật vậy, ở mọi vị trí, đường sinh đều song song với một mặt phẳng nào đó và trượt 
theo hai đường chuẩn là nhữ ng đường cong không gian; mặt phẳng định hướng Song 

song thì vuông góc với trục của trụ; đường sinh tiêp xúc mặt trụ (các điểm tiêp xúc tạo 
nên đường xoắn õc trụ) và đồng thời cắt đường chuẩn xoắn ôc có trục trùng với trục 
củả trụ. Mặt được biểu diễn trên hình 339 bên phải gọi là xy/inđrôit xoắn ốc. Nều đường 
sinh của mặt này mà chéo nhau với trục của trụ và tạo với trục này một góc không bằng 
90°, thì mặt sẽ không thuộc loại xylindrôit, mà có tên là hélicôit vành xiên. 

Các mặt xoắn ôc được xét thuộc loại không khai triên được. Nhưng 
có mặt xoắn ôc khai triển đirợc. Đó là mặt có cạnh lùi, ví dụ cạnh lùi là 
đường xoắn ôc trụ (xem hình 317). Mặt xoắn ôc này gọi là hélicôi! khả 
triển. 

Trên hình 340, mặt hêlicôit xiên được vẽ khi cắt bởi mặt phẳng 
7T vuông góc với trục của mặt đó; giao tuyên được biêu diễn trên mặt 
phăng không biên dạng, vì 7//H. Đường cong này gọi là đường 
xoắn ôc Acsimet. 

Cách vẽ đường cong này như sau. Chia góc øgcạđ (180) ra 
một sô phần bằng nhau (ở đây chia làm 6) và chia đoạn cạc¿ cũng 
ra từng ây phần bằng nhau. Trên bán kính cạ4, từ điểm cạ 
đặt dc = œbadB, trên bán - kính (œ@ đặt cạc = 
= tuÊi NN,, 


Bây giờ ta chú ý đên cách vẽ hình chiêu của các điêm thuộc đường 
thẳng và mặt xoắn 6c xiên. Với mặt xoắn ôc thẳng, cách vẽ được chỉ 
trên hình 338. Giả thiêt điểm 44 thuộc mặt được cho bằng hình chiêu z. 
Muôn tìm hình chiêu đứng z', cần vẽ hình chiêu bằng của đường sinh 
trên đó phải có điêm 44, nghĩa là vạch bán kính cb qua hình chiêu z. 
Theo điểm ? ta tìm điểm Ù“ và vẽ hình chiêu đứng của đường sinh đó 
trùng với đường thẳng cở“. Trên đường thẳng này, ta tìm hình chiêu 
đ |. 

Nêu cho hình chiêu a và cần tìm z thì trước tiên, qua Z vạch 
đường thẳng vuông góc với trục của đường xoắn ôc và kéo dài đên 
khi cắt hình chiêu đường xoắn 6c ở điểm b“, theo điểm này tìm điểm 
b và trên bán kính eð tìm điểm a. 

Độ chính xác của việc dựng hình ở đây phụ thuộc vào độ chính xác 
khi vẽ đường sin (hình chiêu đứng của đường xoắn ôc), vì điểm ð“ nằm 
trên đó. 


' Chú ý đền thây, khuât của điểm A đồi với mặt phẳng V: nêu mặt xoắn öc «đục» 
thì điểm 4 khuâi. 
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HÌNH 340. HÌNH 34I. 


Trong trường hợp mặt xoắn ôc xiên (hình 339, bên trái), nêu cho 

hình chiều zz và cần tìm z thì qua điểm m vẽ đường kính se, theo các 
điểm e và e¡ tìm các điểm và e/, rồi vẽ hình chiêu %¡ của 
đường sinh của nón và song song với đường sinh này, qua ¿ vạch 
hình chiêu của đường sinh của mặt xoắn ôc. Trên hình chiêu này, ta vẽ 
được hình chiêu ø. 
— Nôu cho hình chiêu m và cần tìm zz thì phải vẽ đường cong (xoắn 
Ôc Acsimet) giao tuyên của mặt xoắn ôc xiên với mặt phẳng được vạch 
ở độ cao của điểm ⁄, vuông góc với trục của mặt, rồi trên đường 
xoắn ôc tìm điểm ơi. 

Các mặt xoắn ôc được chỉ trên các hình 337—— 340 không thê trải 
chính xác lên mặt phẳng. Với mặt xoắn ôc thẳng vẽ trên hình 33§ có 
thể khai triển gần đúng mỗi vòng riêng như đã chỉ trên hình 341. Khai 
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HÌNH 342. HÌNH 343. 


triển của một vòng có thể được trình bày (gần đúng) như là một phần 
của vành phẳng. 


Muôn vẽ một phần như vậy của vành cần tìm độ lớn của các bán kính #\, r¡ và 
góc ơ. Nêu bước của mặt xoắn ôc (hình 338) được ký hiệu là h, các đường kính trong và 
ngoài (đường kính của trụ) ký hiệu là Ð và đ, thì theo công thức được chỉ ra ở mục 48, 
chiều dài các phần của các đường xoắn ôc được biểu thị như sau: 


C€C = M⁄gø2D? + h2 và c= Vm2đ— + l2. 


Vì các đường xoắn ôc được khai triển trong trường hợp đã cho thành các cung 
đồng tâm với cùng một góc ở tâm, nên c: C = r,: R., do đó 


P..£N,JEc 


Ta hãy ký hiệu z là bề rộng của mặt xuyên, tức là hiệu Ä, — r, = (D - 3)/2, ta 
được RÑ¿=r,+a, suy ra: rọạ =cn/C + acjC, hay là rạ= acj(C—c). Từ đỏ 
suy ra góc ơ có thể được xác định bởi công thức: 

Œ=——————' 360. 
| 2n 

Đặt D = 100 mm, d= 60 mm, h = 50 mm. Ta được a = 20 mm, C %x 315 mm, 
c 195 mm, rị x32 mm, R, x 52 mm, g % ]00. 

Vẽ hai vòng tròn đồng tâm với đường kính Rị = 52 mưn và rị = 32 mm, Về 
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gÓC ở tâm ơ = 10° và như vậy ta tách phần của vành là khai triển (gần đúng) của một 
vòng của mặt xoắn ôc. 

Sau khi có một sô vòng được khai triển như vậy, ta có thể nôi mỗi vòng với trục 
hình trụ có đường kính đ (như chỉ trên hình 343) và gắn các vòng được cuộn vào trục 
với nhau, cái nọ tiêp cải kia. 

Tương tự như đường xoắn ôc được tạo nên do chuyên động xoắn của điểm và mặt 
xoắn öc được tạo nên do chuyên động xoắn của đoạn thẳng, ta có thể thu được một vật 
thể xoắn ôc nêu buộc một hình phẳng nào đó (ví dụ hình vuông, ... giác, hình thang) 
chuyên động đọc thco mặt trụ sao cho các đỉnh của hình này di chuyên theo các đường 
xoắn ôc, còn mặt phẳng của hình này luôn đi qua trục của trụ. Phần lồi xoắn ôc được 
tạo nên giới hạn bởi các mặt xoắn ôc và các mặt trụ. Cách vẽ các hình chiêu của phần lồi 
xoắn ôc như vậy dẫn đên, có bao nhiêu đỉnh của hình được chọn thì dựng từng ây 
đường xoắn ôc. 

Trên hình 342 bên trái chỉ cách vẽ phần lồi xoắn 6c được tạo nên do chuyến động 
của hình vuông. Hình vuông luôn luôn có một cạnh kề liền với đường sinh của trụ; các 
đỉnh của hình vuông chuyển động theo đường xoắn ôc. 

Khi cắt răng, phần lồi xoắn ôc (vòng xoắn ôc) được hình thành do cắt bỏ bằng 
dụng cụ cắt một phần của vật liệu. 

Gờ xoắn được tạo ra giới hạn bởi hai mặt xoắn ôc thẳng và hai mặt trụ ngoài và 
trong, mặt trong tiêp xúc với mặt của chính bản thân trụ. TỔ hợp gồm trụ và gò' xoắn trên 
nó được gọi là ví. Trong trường hợp được vẽ trên hình 342 bên trái, người ta cho ví/ 
với ren phải: ờ phía trước của trụ (phần thây), gờ xoắn đi lên từ trái sang phải. Nêu 
ở phía trước của trụ (phần thây) gờ xoắn đi lên từ phải sang trái (hình 342, bên phải) thì 
vít có ren trái (xem mục 48 về đường xoắn phải và trái). 

Trên hình 343 vẽ gờ xoắn tạo nên bởi chuyên động của tam giác vuông có cạnh nhỏ 
nhât kề liền với đường sinh của trụ. Vít có đạng này được dùng trong băng tải xoắn vít 1, 

Cũng trên hình này chỉ cách vẽ hình chiêu z của điểm 4 thuộc mặt xoắn và được 
cho bởi hình chiêu a. Cách vẽ giông như ở trên hình 338, nhưng ở đây đã chỉ cách tránh 
sự không chính xác do vẽ đường sin. Muôn vậy có thê xác định đoạn / là đoạn xác định 
sự di chuyên của điêm 7 dọc theo trục vít khi xoay đường sinh từ vị trí ban đầu tới vị trí 
CÏ (nghĩa là xoay một góc øc7). Cần lây tỷ lệ x: h = ¿_oe1: 360°, từ đó xác định x, rồi suy 
ra Í. Cách vẽ tiêp theo được chỉ rõ trên hình. 

Các vít vẽ trên hình 342 có ren vuông. Nều thay cho hình vuông ta lầy tam giác và 
buộc nó chuyên động dọc theo trụ như là hình vuông thì ta được ví ren tam giác (hình 
344). Tam giác sinh ren có một cạnh kề liền với trụ; các đỉnh tam giác tạo nên các đường 
xoắn ôc. Muôn vẽ các đường này ta lây hai vòng tròn. Các vòng tròn này chia làm 12 
phần; các điểm chia được chiêu lên các đường bằng vạch qua 12 điểm chia của bước vít. 
Mặt xoắn với ren tam giác là kêt hợp của hai mặt xoắn xiên. Đường bao thây trên mặt 
phẳng V thu được do vạch các tiêp tuyên với hình chiêu của các đường xoắn lớn và nhỏ 
(hình 345). Thông thường người ta làm như vậy, tuy rằng thực tê đường bao viền của 
hình chiêu mặt xoắn 6c lên mặt phẳng V là một đường COnỹ. 

Trên hình 346 chỉ cách vẽ tiêt diện cắt ngang của vít ren tam giác cắt bằng mặt 
phẳng R. Vạch mặt phẳng chiêu Hồng P đi qua trục vít. Giao của mặt phẳng P với tờ 
xoắn làm tách ra tam giác sinh ren ? mà hình chiêu bằng trùng với vêt bằng của ?; hình 





Băng tải xoắn vít được dùng để chuyên hạt, vật liệu dạng miềng nhỏ v. v.. 
? Mặt phẳng P làm tách tam giác sinh ren ở hai vị trí của nó: ở phần trước (thầy) k 
và phần sau (khuât) của vít. Trên hình 346 chỉ cách vẽ đôi với phía trước (thầy) của vịt. 
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chiêu đứng của cạnh 4ð của tam giác đó cắt vêt R, ở điểm #“ là hình chiêu đứng của 
một trong các điểm thuộc giao của mặt xoắn với mặt phẳng R. Trên đoạn aở thu được 
hình chiêu bằng của điểm K thuộc hình chiêu bằng của giao cần tìm của mặt xoắn ôc với 
mặt phẳng R. 

Tiêp theo vẽ thêm một điểm nữa M (, m) của tiêt diện này; lần này mặt phẳng 
chiêu bằng không được vẽ để chứng minh rằng hoàn toàn đủ nêu chỉ cho vị trí hình 
chiêu bằng của tam giác tạo ren bằng cách kẻ một bán kính. Cũng vậy, thay cho hình 
chiêu đứng đầy đủ của tam giác tạo ren chỉ cần hình chiều của một cạnh của nó như chỉ 
trên hình 34ó. 

Sau khi vạch hàng loạt các bán kính và vẽ các vị trí tương ứng của tam giác tạo ren, 
ta được một loạt điểm để vẽ hình chiêu bằng của chu tuyên tiêt điện. Như đã thầy, hình 
của tiêt diện được giới hạn bởi đường cong có trục đôi xứng; do đó khi vẽ có thể giới 
hạn vẽ một nửa đường cong, phần còn lại vẽ như một nhánh đồi xứng. Mỗi nửa đường 
cong này là một đường xoắn Acsimet, cách vẽ đường cong này đã được nói ở đoạn trên 
trong mục này. : 

Trên vít vẽ ở hình 344, tam giác sinh ren sau mỗi vòng quanh trục của trụ được 
nâng lên tới vị trí kể đó một độ cao bằng bước của đường xoắn. Vít thu được do chuyên 
động của một biên dạng. Vít như vậy gọi là vít một đầu ren. 

Nêu chọn hai biên dạng coi là liên kêt với nhau và buộc chúng chuyên động theo 
đường xoắn ôc sao cho mỗi biên dạng sau một vòng được nâng cao lên 2” (hình 347), ta 
được vít hai đầu ren. 

Trên hình 348 vẽ vít có ren phải và vuông và đai 6c cho vít đó. Trên hình cắt bằng 
thây rõ các đoạn thẳng giới hạn tiêt diện cùng với các nửa đường tròn. Các đoạn thẳng 
này ứng với điều là gờ xoắn được giới hạn không phải bởi mặt xoắn xiên và bởi mặt 
xoắn thẳng. : 
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Trên hình 349 vẽ vít hai đầu ren của băng tải hai xoắn vít ! được tạo nên do cuộn 
sợi dây thép có tiêt diện tròn lên một ông thép; sợi dây giữ chặt với ông bằng hàn thông 
thường. 

Hình dung một chuỗi các mặt cầu có đường kính bằng đường kính của dây và tâm 
di chuyển trên một đường xoắn ôc (trục của vít), đường bao ngoài hình chiêu của vít 
được vẽ như là đường bao các vòng tròn — hình chiêu của các mặt cầu. 

Trên hình chiêu bằng vẽ tiêt diện của hai vít (đường chu tuyên của hình chiêu tiêt 
diện được vẽ như là đường bao các vòng tròn là giao tuyên phẳng của các mặt cầu nói 
trên). 


CÂU HỎI CHO MỤC 52 


. Mặt xoắn xiên và thăng được tạo nên như thê nào? 
. Vì sao mặt xoắn thăng cũng gọi là cônôit xoắn ôc? 
. Cônôit xoắn ôc vành là gì? 
. Xylindrôit xoắn ôc được tạo nên như thê nào? 
5. Mặt phẳng vuông góc với trục của mặt xoắn ôc thăng và xiên cắt mặt này theo 
đường cong gì? 
6. Khai triển gần đúng như thê nào một vòng của mặt xoắn ôc thẳng? 
7. Mặt nào trong các mặt xoắn ôc thuộc loại khả triên? 
§. Vít là gì? 
9, Nhìn dạng ngoài, phân biệt vít ren phải và ren trái như thê nào? 
I0. Vít nhiều đầu ren là gì? 


+ ©) 2) — 


53. Vạch mặt phẳng tiêp xúc với mặt cong 


Khi biểu diễn các mặt Cong và khi thực hiện các dựng hình có liên 
quan tới các mặt đó có thê phải vạch mặt phẳng tiệp xúc với mặt. 

Ta hãy lây một phần không lớn của mặt và một điểm thuộc phần 
đó. Nêu qua điêm này vạch trên mặt các đường cong và các đường 
thẳng tiêp tuyên với chúng thì các đường thằng này thuộc một mặt 
phẳng ?. Mặt phẳng này gọi là tiêp xúc với mặt cong ở một điểm của 
nó. 

Điểm của mặt ở đó có thê có và chỉ có mặt phẳng tiêp xúc gọi là 
điểm thường. Trái với các điệm thường là các điểm đặc biệt, ví dụ: 
đỉnh mặt nón, đỉnh mặt tròn xoay, điểm trên cạnh lùi. 

Mặt phẳng hoàn toàn được xác định bởi hai đường thẳng cắt 
nhau; vì vậy, muôn dựng mặt phẳng tiệp xúc với :nặt cong ở một điễm 
nào đó của mặt, chỉ cần qua điểm đó vạch hai đường cong thuộc mặt 
và ở điêm này kẻ đường tiêp tuyên với mỗi đường cong. 

! Băng tải hai xoắn vít dùng để chuyên các hàng hóa dạng từng chiêc, ví dụ 
như bao, gói... 

? Điều này được xét trong hình học vi phân, trong đó các vật thê hình học được 
nghiên cứu trên cơ sở phương pháp tọa độ, bằng các phương tiện tính vi phân. 
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HÌNH 350. HỈNH 351. 


Đường vuông góc với mặt phẳng tiêp xúc ở điểm thường của mặt 
gọi là pháp tuyên của mặt. Từ đó có từ tiêt diện pháp tuyên của mặt — là 
tiêt diện cắt bằng mặt phẳng đi qua pháp tuyên. 

Trên hình 350 vẽ mặt phẳng tiêp xúc với elipxôit dài tròn xoay 
ở điểm K. Qua điểm này vạch vĩ tuyên của mặt và kẻ tiêp tuyên KƑ với 
vĩ tuyên đó: hình chiêu k“ƒ trùng với hình chiêu đứng của vĩ tuyên, còn 
hình chiêu bằng kƒ# là tiêp tuyên với vòng tròn hình chiêu bằng của vĩ 
tuyên; ta chọn kinh tuyên làm đường cong thứ hai qua điềm K; trên 
hình 350 không vẽ kinh tuyên: có thể sử dụng kinh tuyên chính đã vẽ là 
đường bao ngoài hình chiêu đứng của elipxôit. Cần hình dung rằng 
elipxôit xoay quanh trục 4Ö của nó sao cho kinh tuyên đi qua điểm 
K đã cho, tới vị trí của kinh tuyên 4K,ð8. Khi đó, điểm K sẽ chiêm vị 
trí K,. Qua điểm k, vạch tiêp tuyên với elip, ta được hình chiêu 
đứng của tiêp tuyên thứ hai với elipxôit ở điểm K;¡. Bây giờ cần 
xoay tiệp tuyên đó sao cho điêm kị tới vị trí ban đầu #. Điểm 3Š nằm 
trên đường tiêp tuyên và trên trục elipxôit không chuyên động, còn 
tiêp tuyên với kinh tuyên ở điểm K được biểu diễn bởi các hình chiêu 
sk và #k. Các đường thẳng KƑ và SK xác định mặt phẳng cần tìm. 

Hiễn nhiên cách vẽ như vậy có thê áp dụng cho mặt cầu. Nhưng 
ở đây có thể tiên hành đơn giản hơn, căn cứ vào điều mặt phẳng tiêp 
xúc với mặt cầu thì vuông góc với bán kính di qua tiêp điểm. Vì vậy sau 
khi vạch bán kính Ø4 (hình 351), ta dựng mặt phẳng vuông góc với 
O4 bằng cách cho đường bằng 44 và đường mặt 4C của nó. Các 
đường thẳng này xác định mặt phẳng tiêp xúc với mặt cầu ở điểm 4A. 
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HÌNH 3352. 


Trong các ví dụ đã xét (hình 350 và 351), mặt phẳng tiêp xúc có một điểm chung với 
mặt cong. Nều ta hình dung các đường cong thuộc mặt và đi qua điểm đó thì các đường 
cong này ở lân cận tiêp điểm, nằm ở một phía của mặt phẳng tiêp xúc. Ta cũng có thể 
thầy điều này trên parabôlôi tròn xoay, trên mặt xuyên được tạo bởi cung tròn (nhỏ 
hơn nửa vòng tròn) xoay quanh dây cung của nó v. v... Những điểm như vậy trên mặt 
gọi là các điểm eliptic. Nều mọi điểm của mặt là eliptic thì mặt đó là mặt lồi. ví dụ như 
elipxôit vẽ trên hình 350. 


Trên hình 352 chỉ cách vẽ mặt phằng tiêp xúc với trụ. Trên hình 352 
bên trái, mặt phẳng được vạch qua điểm € trên mặt trụ; còn bên phải, 
mặt phẳng được vạch qua điểm K ở ngoài mặt trụ. 

Ở' đây mặt phẳng tiêp xúc trụ không phải ở một điểm mà ở tât cả các điểm thuộc 


` ~ ~ .} ˆ -_ ° ` . .Ñ ˆ * , _ - Lá 
đường sinh. Những điềm như vậy của mặt gọi là điểm parabôlic. Cậc mặt trụ, mặt nón, 
mặt có cạnh lùi thuộc loại mặt có điểm parabôlic. 


í 
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Cách vẽ trên hình 352 bên trái như sau. Mặt đã cho là mặt kẻ. Vì 
vậy, qua điểm € có thê vạch đường sinh 4 là một trong hai đường 
thăng cắt nhau và xác định mặt tiêp xúc. Có thể lây tiêp tuyên 8Ƒ với 
vòng tròn vêt bằng của mặt trụ làm đường thắng thứ hai. Các đường 
thăng 48 và 8F xác định mặt phẳng tiêp xúc cần tìm. Đường thẳng 
BF là vêt bằng của mặt phẳng này. 

Trên hình 352 bên phải, điểm K được cho ở ngoài mặt trụ. Mặt 
phẳng tiệp xúc phải chứa đường sinh của mặt; như thê có nghĩa là mặt 
phẳng này nói chung song song với hướng đường sinh. Vì vậy, đường 
thắng KÄ⁄ song song với đường sinh thuộc mặt phăng tiêp xúc. 
Đường thẳng thứ hãi cắt KÄ\/ và tạo nên mặt phẳng tiêp xúc với mặt 
trụ là đường thẳng MO trên hình 352 bên phải — đó là vêt bằng của 
mặt phẳng cần tìm. Mặt phẳng này tiếp xúc mặt trụ theo đường 
sinh DÈ. 

Cách giải thứ hai: qua điểm Ä⁄ vạch đường thằng 84W — vêt bằng 
của mặt phẳng tiêp xúc thứ hai (tiêp xúc dọc đường sinh 4). 

Trên hình 353 chỉ cách vẽ mặt phẳng tiêp xúc với mặt nón ở điểm 
A của mặt. Mặt được cho bằng đỉnh Š và đường định hướng — elip 
nằm trong mặt phẳng 77. 

Đường sinh ŠSÄ⁄, trên đó có điểm 4 là đường tiêp xúc của mặt 
phằng với mặt nón. Cùng với đường sinh này, mặt phẳng tiêp xúc còn 
xác định đường thẳng Ä⁄ZN trên mặt phẳng 7# tiêp xúc với elip. 

Nêu điểm qua đó cần vạch mặt phẳng tiêp xúc với mặt nón đã cho 
mà ở ngoài mặt nón, thì muôn vẽ mặt phẳng tiêp xúc cần vạch đường 
thăng quả đỉnh ®$ và điểm đã cho, tìm vêt bằng của đường thẳng đó, 
qua vêt bằng này kẻ tiêp tuyên với elip (giông như đã chỉ ở trên hình 
352 bên phải, trên đó vạch các tiêp tuyên với vòng tròn — vêt bằng của 
mặt trụ lên mặt phẳng #). Ta được hai mặt phẳng tiêp xúc với mặt 
nón. 


Trong các ví dụ trên các hình 350 đên 353, các mặt phẳng tiêp xúc không cắt các 
mặt. Nhưng nêu đây là đặc điểm của các mặt lồi, thì nói chung mặt phẳng tiêp xúc với 
mặt ở một điểm nào đó thuộc mặt, có thể cắt mặt đó. Như vậy, mặt phẳng tiêp xúc với 
mặt parabôlôit hypecbôlic (xem hình 321) ở điểm O sẽ chứa các tiêp tuyên ÓØx, Óy với 
các parabôn POồ., AOÁI, cắt mặt thành hai phần và có cùng với mặt đó tập hợp 
vô tận các điểm chung. 

Giao của mặt với mặt phẳng tiêp xúc mặt đó ở một điểm nào đó của nó có thể gồm 
hai đường thẳng cắt nhau, một đường thẳng và một đường cong, hai đường cong. Vị 
dụ, hypecbôlôit tròn xoay một tầng, tức là mặt kẻ với hai đường sinh thăng, có thể bị cắt 
theo hai đường thẳng cắt nhau. Đôi với parabôlôit hypecbôlic ta cũng thây như vậy 
(hình 321). 

Ví dụ về giao tuyên sồm một đường thẳng và một đường cong là trường hợp giao 
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của mặt kẻ không khả triển, ví dụ, giao của mặt có mặt phẳng định hướng song song, 
mặt xoắn ôc với đường sinh thắng (không kẻ hêlicôit khả triển). 

— Các điểm của mặt, theo đó mặt phẳng tiêp xúc cắt mặt cong, gọi là các điểm hịp- 
pccbóiic. Những điểm như vậy có mặt trong sô các mặt lõm tròn xoay khác (ví dụ về mặt 
như vậy xem hình 330). 

Nều các điểm của mặt trong một phần nào của nó chỉ là hypecbôlic, thì dạng của 
mặt trong phần đó là ¿ng yên ngựa (ví dụ, ở parabôlôït hypecbôlic—- hình 321, 322). 

__ Nều so sánh các mặt kẻ với nhau, các mặt khả triển và không khả triển, thì với mặt 
khả triển, các mặt phẳng tiêp xúc ở các điểm khác nhau của một đường sinh có cùng - 
một hướng (ví dụ, ở mặt nón tròn xoay), còn với mặt không khả triển, các mặt phẳng 
tiềp xúc ở các điểm khác nhau của một đường sinh. có hướng khác nhau (ví dụ, ở 
hypecbôlôit một tầng tròn xoay). 


54. Ví dụ về vẽ đường bao ngoài các hình chiêu của vật thê 
tròn xoay có trục nghiêng 


Trên hình 354 vẽ nón tròn xoay có trục song song với mặt phẳng 
ý và nghiêng với mặt phẳng 7#. Đường bao trên hình chiêu đứng 
được cho: đó là tam giác đều #Ze“. Yêu cầu vẽ đường bao hình chiêu 
bằng. Đường bao cần tìm gồm phần elip và hai đường thẳng tiêp 
tuyên với elip. Thật vậy, nón ở vị trí đã cho chiêu lên mặt phẳng 
H nhờ một trụ eliptic có các đường sinh đi qua các điểm của vòng 
tròn đáy nón và nhờ hai mặt phẳng tiêp xúc với mặt nón. 

Elip trên hình chiêu bằng có thể vẽ được nhờ hai trục: trục nhỏ đe 
và trục lớn có độ lớn thật bằng Z¿” (đường kính vòng tròn đảy nón). 
Qua s kẻ tiêp tuyên với elip, ta được các đường thẳng sở và sƒ:Cách vẽ 
các đường thăng này là tìm hình chiêu của các đường sinh của nón dọc 
theo đó các mặt phẳng nói trên tiêp xúc nón. Muôn vậy ta dùng mặt 
cầu nội tiêp nón. Vì mặt phăng chiêu lên mặt phẳng # đồng thời tiêp 
xúc nón và mặt cầu nên có thê từ điểm s vạch tiêp tuyên với vòng 
tròn — hình chiêu của xích đạo mặt cầu và lây tiêp tuyên này làm hình 
chiêu của đường sinh cần tìm. Cách vẽ có thể bắt đầu bằng xác định 
điểm z— hình chiêu đứng của một trong các điểm của đường sinh cần 
tìm. Điểm zZ là giao điểm của các hình chiêu đứng 1) của vòng tròn tiêp 
xúc giữa nón và mặt cầu (đường thẳng /⁄z) và 2) của xích đạo của 
mặt cầu (đường thăng #“#). Bây giờ có thê tìm hình chiêu a trên hình 
chiêu bằng của xích đạo, rồi qua điểm s và a kẻ đường thẳng — là hình 
chiêu bằng của đường sinh cần tìm. Trên đường thẳng này còn xác 
định điểm 8 mà hình chiêu bằng (điểm 2) là tiêp điểm của đường thằng 
VỚI €ÏIp. 

Chúng ta phải vẽ đường thầy ngoài của các hình chiêu của nón tròn xoay, ví dụ như 
trong trường hợp sau: cho các hình chiêu của đỉnh nón (5, s), hướng của trục nón (SK), 
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HÌNH 354. HỈÌNH 355. X 
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kích thước chiều cao và đường kính của đáy, hãy vẽ hình chiêu của nón. Trên hình 355 
cách vẽ được thực hiện nhờ những mặt phẳng hình chiêu phụ trợ. 
Đề vẽ hình chiêu đứng, ta dùng mặt phẳng 7 vuông góc với Ự và Song song với 
đường thằng SK là đường xác định hướng của trục nón. Trên hình chiêu sk, đặt 
đoạn s„c, bằng chiểu cao đã cho của nón. Từ điểm Œ, kẻ đường vuông gi với 
S€, và. trên đó đặt đoạn e„b, bằng bán kính đáy nón. Theo các điểm c và ø 
về £ và ở, như vậy được bán trục nhỏ c/ của elip— hình chiều đứng của đầy nến, 
Đoạn cZ bằng eø, là bán trục lớn của elip này. 
Có các trục của elip, có thể vẽ elip đó như đã chỉ trên hình 147. 
Để vẽ hình chiêu bằng ta dùng mặt phẳng hình chiều P vuông góc với và Song 
song với SK. Cách vẽ tương tự như đã trình bày với hình chiêu đứng. 
Vẽ đường thây ngoài của các hình chiêu như thê nào? Trên hình 356 trinh bày một 
cách khác ở hình 354 để vẽ tiếp tuyên với elip-—— không dùng mặt cầu nôi tiêp nón 
Trước tiên, từ tâm elip vẽ cung tròn có bán kính bằng trục bé của elip (trên hình 
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HÌNH 356. HÌNH 357. 


356, đó là một phần tư vòng tròn). Xác định điểm 2 là giao điểm của cung đó với vòng 
tròn đường kính se. Từ điểm 2 vạch đường thẳng song song với trục lớn của elip; 
đường thẳng này cắt clip ở các điểm kị và k¿. Bây giờ chỉ còn phải vẽ các 
đường thẳng sk¿ và #k;; chúng là những tiêp tuyên với clip và tham gia vào 
đường thây ngoài trên hình chiêu của nón. : 

Trên hình 357 vẽ vật thể tròn xoay với trục nghiêng song song với mặt phẳng V. Vật 
thê này được giới hạn bởi mặt hỗn hợp gồm hai trụ, mặt xuyên mở và hai mặt phẳng. 
Đường thây ngoài trên hình chiêu đứng của vật thể là kinh tuyên chính của nó. 

Đường thây ngoài trên hình chiêu bằng của phần trụ trên của vật thê được cho gồm 
elip và hai đường thẳng tiêp tuyên clip đó. Đường thẳng aở là hình chiêu bằng của 
đường sinh của trụ, dọc theo đó mặt phẳng chiêu bằng tiêp xúc mặt trụ. Với đường thây 
ngoài hình chiều của phần trụ phía dưới cũng như vậy (trên hình 357, đường bao này 
không vẽ đầy đủ). 

Ta hãy chuyên sang phần phức tạp hơn của đường thầy ngoài — phần trung gian. 
Ta phải vẽ hình chiêu bằng của đường cong không gian mà đi qua các điểm của nó là các 
đường thắng chiêu tiêp xúc với mặt xuyên mở và vuông góc với mặt phẳng 77. Hình 
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chiều đứng của mỗi điểm của đường cong như vậy được vẽ bằng phư ơng pháp mặt cầu 
nội tiêp như đã làm với điểm Z trên hình 354. Hình chiêu bằng của các điểm được xác 
định trên hình chiêu của xích đạo của mặt cầu tương ứng. Ví dụ, điểm D, (ái đ) 
được vẽ như vậy. 

Các điểm k,¡ và k¿ được vẽ suy từ điểm kị (cũng là k;) thuộc xích đạo 
của mặt cầu tâm ÓO, còn điểm &k¡ (k;) này thu được do kẻ đường dóng tiêp 
tuyên với đường cong đã dựng “đc. 

Như vậy, đường cong “2/k¿e chứa hình chiêu đứng của các điểm mà 
hình chiêu bằng ở, đJ, &, thuộc dường thây ngoài trên hình chiêu bằng của vật thế 
được xét. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 43, 54 


I. Thê nào là mặt phẳng tiêp xúc với mặt cong ở một điểm đã cho của mặt đó? 

2. Điểm thông thường của mặt là gì? 

3. Dựng mặt phẳng tiêp xúc với mặt cong ở một điểm nào đó của mặt này như 
thê nào? 

4. Pháp tuyên với mặt là gì? 

5. Dựng mặt phẳng tiêp xúc với mặt cầu ở một điểm bât kỳ của mặt đó như thê 
nào? 

6. Trưởng hợp nào mặt cong thuộc loại lỗi 

7. Mặt phẳng tiêp xúc với mặt cong ở một điểm nào đó của mặt có thê cắt mặt 
này không? Hãy nêu ví dụ giao là hai đường thẳng. 

8. Dùng các mặt cầu nội tiêp mặt tròn xoay có trục song song mặt phăng ƒ như 
thê nào để vẽ đường thây ngoài của mặt này trên mặt phẳng ; khi trục của mặt tròn 
xoay tạo với mặt phẳng ⁄ một góc nghiêng nhọn? 

9. Vẽ tiêp tuyên với elip từ một điểm nằm trên trục nhỏ kéo dài của elip như thê 
nào? 

I0. Trong trường hợp nào đường thây ngoài của các hình chiều của trụ tròn xoay 
và nón tròn xoay hoàn toàn giông nhau trên mặt phẳng V và #7? 
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Chương IX 
Giao của mặt cong với mặt phẳng 
và đường thắng 


55. Phương pháp chung vẽ giao của mặt cong 
với mặt phẳng 


Muôn tìm đường cong giao tuyên của mặt kẻ với mặt phẳng, trong 
trU'Ò'ng hợp tông quái cần vẽ các giao điểm của các đường sinh của mặt 
với mặt phẳng cắt, nghĩa là tìm giao điểm của đường thẳng với mặt 
phẳng. Đường cong cần tìm (đường cắt) đi qua các điểm này. Ví dụ 
cho trên hình 358: mặt nón cho bằng điểm Š và đường cong 4CE bị 
cắt bởi mặt phằng chiêu đứng 7; hình chiêu bằng của giao tuyên được 
vẽ qua hình chiêu bằng của các giao điểm của một loạt đường sinh với 
mặt phẳng 7. 

Trong ví dụ này, cách vẽ được đơn giản đi nhờ vị trí đặc biệt của 
mặt phẳng cắt. Nhưng phương pháp đã chỉ ra — vẽ giao tuyên cần tìm 
đi qua các giao điểm của một loạt đường sinh thằng của mặt với mặt 
phẳng cắt đã cho——áp dụng được với vị trí bât kỳ của mặt phẳng cắt. 

Nêu mặt cong là không kẻ, thì muôn vẽ giao tuyên của một mặt như 
vậy cắt bằng mặt phẳng, trong trường hợp tông quát cần sử' dụng các 
mặt phẳng phụ trợ. Các điểm của đường cong cần tìm được xác định 
như là giao của các đường theo đó các mặt phẳng phụ trợ cắt mặt cong 
và mặt phẳng đã cho. 

Ta hãy nhớ lại hình 1ó6 trên đó chỉ trường hợp sử dụng các mặt 
phẳng phụ trợ để vẽ giao tuyên của hai mặt phẳng. 

Khi chọn các mặt phằng phụ trợ, cũng như trong tât cả các trường 
hợp sử dụng chúng (ví dụ xem mục 22), cần cô gắng làm đơn giản 
cách vẽ. 

Trên hình 359 vẽ vật thể tròn xoay bị cắt bởi mặt phẳng cho bằng 
hình thang ABCD. Ở đây đã sử dụng các mặt phẳn ø cắt phụ trợ đề vẽ 
các điểm của các đường cong giao tuyên trên mặt của vật thể tròn 
XOAÿ, Ví dụ, ta hãy xét một trong các mặt phẳng phụ trợ, đó là mặt 
phẳng ÓO. Mặt phẳng này khi cắt mặt của vật thể tròn xoay cho vòng 
tròn (vĩ tuyên) có bán kính o„/I và khi cắt mặt phẳng 48CD——cho 
đường bằng 4,D,„. Giao của vĩ tuyên mặt tròn xoay với đường 


bằng 4„D, cho các đim X; ¿ va YV„ đồng thời thuộc mặt tròn 
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HÌNH 358. HÌNH 359. 


xoay và thuộc mặt phẳng 4BCD, nghĩa là thuộc giao tuyên cần tìm. 
Lặp lại cách vẽ này, ta thu được một loạt điểm xác định một đoạn 
cong của giao tuyên. Các mặt phẳng của vật thể tròn xoay bị mặt 
phẳng 48C? cắt theo đường thẳng biểu diễn bằng các đoạn thẳng 47D 
và BC. 

Trong ví dụ được xét, cách vẽ được đơn giản do trục của vật thể 
tròn xoay vuông góc với mặt phẳng #7, do đó các vĩ tuyên chiêu lên 
mặt phẳng này theo các vòng tròn. Mặt phẳng đôi xứng Š cho phép 
kiểm tra tính chính xác của các vị trí tương ứng của các điểm thuộc các 
đường cong ax„b và đy„c, vì, ví dụ, ta phải có x„2 = y„2. 

—_ Sử dụng phương pháp thay các mặt phẳng hình chiêu hoặc 
phương pháp xoay, ta có thê thu được những vị trí của hình thuận 
tiện cho việc vẽ, nêu các hình này đã được cho ở vị trí thường trong hệ 
V, H. Nhưng vân đề này không liên quan tới phương pháp đã trình 
bày dựa trên cơ sở dùng các mặt phẳng phụ trợ. Phương pháp này 
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được áp dụng không phụ thuộc vào vị trí của mặt cong và mặt phẳng 
cắt nhau. 
Trong nhiều trường hợp, đường cong giao tuyên của mặt cong với 
mặt phẳng là đường cong quen biêt và các hình chiêu của nó có thê vẽ 
dựa vào những tính chât hình học của chúng. Ta chỉ cần nhớ lại 
đường xoắn ôc Acsimet (hình 340) la glao tuyên của hêÏlicôit xiên với 
mặt phẳng vuông góc với trục của nó. Hiễn nhiên, thuận tiện hơn cả là 
vẽ đường xoắn ôc đó như đã chỉ trên hình 340 mà không tìm các điểm 
giao bằng cách chiêu. 


` 56, Giao của mặt trụ với mặt phẳng. 
Vẽ hình khai triển 


Muôn vẽ dưÈng CONB giao tuyên của mặt trụ với mặt phẳng, trong 
rường hợp tổng quát cần tìm giao điễm của các đường sinh với mặt 
phẳng cắt như đã trình bày ở mục 55 đôi với các mặt kẻ nói chung. 
Nhưng điều này không loại trừ khả năng sử dụng các mặt phẳng phụ 
trờ mỗi lần đều cắt mặt cong và mặt phẳng. 

Trước hêt ta chú ý rằng mọi mặt trụ đều bị cắt bởi mặt phẳng song 
song với các đường sinh của trụ theo những đường thẳng (đươờng sinh). 
Trên hình 360 vẽ giao tuyên của mặt trụ với mặt phẳng. ,1T0Ng trường 
hợp đã cho, mặt này là phần tử phụ trợ để vẽ giao điểm của đường 
cong với mặt phẳng: qua đường cong đã cho (xem hình 360, bên trái) 
DMNE ta vạch mặt trụ chiêu đường cong này lên mặt phẳng #7. Mặt 
phăằng (trên hình 360—— đó là tam giác) cắt mặt trụ theo đường cong 





HÌNH 360. 
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phẳng Mi...M,. Giao điểm cần tìm của đường cong với mặt phẳng 
là điểm K——giao điểm của đường cong đã cho với đường cong đã 
dựng. : 

Sơ' đồ như vậy để giải bài toán vẽ giao điểm của đường cong với mặt 
phẳng trùng với sơ' đồ giải bài toán tìm giao điểm của đường thẳng với 
mặt phẳng (xem mục 23 và mục 25); rong cả hai trường hợp qua 
đường cong ta vạch mặt phụ trợ, với đường thẳng đó là mặt phẳng. 
Hình chiêu bằng của đường cong 1⁄,...NM, theo đó mặt trụ cắt mặt 
phẳng trùng với hình chiêu bằng của đường cong 2Ð...E, vì đường 
cong đó là đường chuẩn cho mặt trụ với các đường sinh vuông góc 
với mặt phẳng ;/. Vì vậy, theo điểm m, trên hình chiêu ae ta có thê 
tìm hình chiêu my trên zc, và theo điểm ñú›„—vẽ được 
mn¡. Trên hình 360 bên phải vẽ mặt phẳng phụ trợ Š cắt 48C theo 
đường thẳng CZƑ, cắt mặt trụ theo đường sinh có hình chiêu bằng 
ờ điểm 7. Giao của đường sinh này với đường thẳng CƑ cho điểm có 
hình chiêu ¡ và 7 thuộc đường cong ÄM...M,. Hiển nhiên có thể 
không chỉ ra vêt của mặt phẳng và chỉ đơn giản vẽ đường thắng trong 
tam giác như đã vẽ đôi với đường thẳng CƠ, trên đó đã vẽ điểm có 
hình chiêu 2 và Z. 

Trong các ví dụ tiêp theo sẽ chỉ rõ cách khai triển. Khai triển mặt 
trụ trong trường hợp tông quát có thể thực hiện theo sơ đồ khai triển 
mặt lăng trụ. Mặt trụ được thay bằng mặt lăng trụ nội hoặc ngoại tiêp 
trụ, có cạnh ứng với các đường sinh của mặt trụ. Bản thân khai triển, 
giông như đã chỉ trên hình 283, được thực hiện nhờ tiệt diện pháp 
tuyên. Nhưng thay cho đường gâp khúc là một đường cong nhẫn. 





HÌNH 361. 
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- Trên hình 361 vẽ giao của trụ tròn xoay thẳng đứng cắt bằng mặt 
phẳng chiêu đứng. Tiêt diện là hình elip, trục nhỏ bằng đường kính 
của đáy trụ; độ dài trục lớn phụ thuộc góc giữa mặt phẳng cắt và trục 
của trụ. 

Vì trục của trụ vuông góc với mặt phẳng nên hình chiêu bằng 
của tiêt diện trùng với hình chiêu bằng của trụ. 

Thông thường, muôn vẽ các điểm của chu tuyên tiệt diện người ta 
vạch những đường sinh cách đều nhau, nghĩa là những đường sinh có 
hình chiêu lên mặt phẳng # là những điểm cách đều nhau. 

Cách «đánh dâu» như vậy không những thuận tiện cho việc dựng 
các hình chiêu của tiêt diện mà cả cho việc khai triển mặt bên của trụ 
như sẽ trình bày sau đây. 

Hình chiêu của tiêt diện lên mặt M là elip có trục lớn trong trường 
hợp này bằng đường kính của trụ và trục nhỏ là hình chiêu của đoạn 
17. Trên hình 361, trên mặt phẳng W hình biểu diễn được vẽ với 
phần trên của trụ được bỏ đi sau khi trụ bị cắt bằng mặt phẳng. 

Nêu trên hình 361 mặt phẳng P tạo với trục của trụ một góc 45° thì 
hình chiều của elip lên W sẽ là vòng tròn. Các đoạn 1“7/? và 4“10⁄ sẽ 
bằng nhau. 

Nêu cắt cũng trụ đó bằng mặt phẳng ở vị trí bât kỳ nhưng tạo với 
trục của trụ một góc 45° thì có thê được hình chiêu của tiêt diện (elip) 
dưới dạng đường tròn trên mặt phẳng hình chiêu phụ trợ song song 
với trục của trụ và song song với các đường bằng của mặt phẳng cắt. 

Hiện nhiên khi góc nghiêng giữa mặt phẳng cắt và trục tăng, đoạn 
thăng J“7“ giảm; nêu góc này nhỏ hơn 45°, đoạn /7“7“ lớn lên và trở 





HÌNH 362. 
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thành trục lớn của elip trên mặt phẳng W, đoạn 4⁄70“ sẽ trờ thành trục 
nhỏ của elïp. 

Hình thật của tiêt diện, như đã nói ở trên, là elip. Trên hình cớ vẽ 
các trục của nó: trục lớn là đoạn lọ = J7, trục nhỏ là đoạn 
4,10 bằng đường kính của trụ. Elip có thể vẽ theo hai trục đó. 

Trên hình 362 vẽ khai triển đầy đủ phần dưới của mặt trụ. 

Vòng tròn đây trụ khai triển được chia thành các phần bằng nhau 
ứng với các điểm chia trên hình 361; các đoạn đường sinh đặt trên 
các đường vuông góc dựng từ các điểm chia của vòng tròn được khai 
triển của đáy trụ. Đầu mút của các đoạn thẳng này ứng với các điểm 
của elip. Vi vậy, nêu vẽ đường cong đi qua các điểm này ta được elip. 
khai triên (đường này là sinuxôït)— là mép trên của khai triển mặt bên 
của trụ. 

Trên hình 362, đính với khai triên mặt bên của trụ là vòng tròn đáy 
và elip— dạng thật của tiêt diện, điều này cho phép dựng mẫu của trụ 
bị cắt cụt. 

Trên hình 363 vẽ trụ eliptic có đáy tròn; trục của trụ song song với 
mặt phẳng . Muôn xác định tiêt diện thẳng góc của trụ này cần cắt nó 
bằng mặt phẳng vuông góc với các đường sinh, trong trường hợp đã 
cho cắt bằng mặt phẳng chiêu đứng. Tiêt diện thẳng góc là hình elip 
với trục lớn bằng đoạn 3o7o và trục nhỏ bằng Tạ5ẹ = 1⁄%. 

Nều cần khai triển mặt bên của trụ đã cho thì khi đã có tiêt diện 
thẳng góc, ta khai triên đường cong giới hạn mặt trụ thành đoạn 
thẳng, rồi ở các điểm tương ứng của đoạn thẳng này kẻ các đường 
vuông góc với nó và đặt trên các đường vuông góc này những đoạn 





HỈNH 363. 
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HÌNH 364. d 


đường sinh bằng các đoạn tương ứng trên hình chiêu đứng. Đề đánh 
dâu các đường sinh ta chia vòng tròn đáy thành những phần bằng 
nhau. Trong đó elip (tiêt diện thằng góc) cũng được chia thành từng 
ây phần, nhưng không phải tât cả các phần này đều bằng nhau. Khai 
triển elip thành đoạn thẳng có thê bằng cách đặt liên tiêp trên đường 
thăng một sô phần đủ nhỏ của elip. 

Trên hình 364 vẽ trụ tròn thẳng đứng bị cắt bởi mặt phẳng thường. 
Giao tuyên là elip: mặt phăng cắt tạo với trục của trụ một góc nhọn 
nào đó. 

Cũng giông như trên hình 361, hình chiêu bằng của tiêt diện trùng 
với hình chiêu bằng của trụ. Vì vậy, vị trí của hình chiêu bằng của giao 
điểm của bât kỳ đường sinh nào của trụ với mặt phằng P là đã biệt (ví 
dụ, điểm z trên hình 365). Đề tìm hình chiêu đứng tương ứng có thể 
vạch trong mặt phẳng P một đường bằng hay đường mặt, trên đó phải 
có điểm cần tìm. Trên hình 365 vẽ đường mặt; hình chiêu z là giao 
điểm của hình chiêu đứng của đường mặt với hình chiêu đứng của 
đường sinh tương ứng. Cùng một đường mặt xác định hai điểm của 
đường cong: 4 và Ö (hình 365). Nêu dựng đường mặt ứng với điểm C, 
thì đường này chỉ xác định một điểm của đường cong giao tuyên. 
Đường mặt được dựng theo các điểm DÐ và # xác định các điểm biên Z 
và é.. 

Tiêp tục các dựng hình tương tự, có thê tìm đủ một sô điểm để về 
hình chiêu đứng của giao tuyên. 

Trên hình 366, phần trên của trụ được cắt bỏ. Nều hình chiêu đứng 
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được vẽ đầy đủ thì giao tuyên được vẽ như đã chỉ trên hình 364. 

Trên hình 365 vẽ các mặt phẳng mặt phụ trợ Q. ŠS, 7 cắt trụ theo 
các đường sinh Và cắt mặt phẳng P theo các đường mặt. Điểm này 
ứng với điều đã nói ở đầu mục. Mặt phẳng phụ trợ 7 chỉ tiêp xúc trụ, 
điệu này cho phép chỉ xác định một điểm cho đường cong. 

Khi dựng hình chiêu đứng của giao tuyên, cùng với các điểm đ và 
ế (hình 365) cần tìm hai điểm biên nữa: z⁄/ và ø là điểm cao nhât và 
điềm thâp nhât của hình chiêu của tiêt diện lên mặt phẳng Ƒ. Muôn vẽ 
các điêm này cần chọn mặt phẳng phụ trợ vuông góc với vêt P, và đi 
qua trục của trụ (hình 366). Mặt phẳng này là mặt phẳng đôi xứng 
chung của trụ và mặt phẳng P đã cho. Sau khi đã tìm được giao của 
hai mặt phẳng P và Â, ta vẽ các điểm mí và ø trên hình chiêu đứng, 
dựa vào các điểm ø và ¡. 

Một cách khác để vẽ các điểm ”ø và 0: vạch hai mặt phẳng tiÊp xúc mặt trụ có vệt 
bằng song song với vêt P„. Các mặt phẳng này sẽ cắt mặt phẳng P theo các đường 
bằng (hình 364, các mặt phẳng phụ trợ là K và U); sau khi tìm được zn và n ta vẽ các điểm 
#Ứ và m trên các hình chiêu đứng của các đường bằng đã tìm được. 

Đoạn thẳng Ä4N là trục lớn của elip— hình của tiêt diện của trụ đã 
cho cắt bằng mặt phẳng P. Điều này chỉ rõ trên hình 366, ở đó vẽ hình 
chập lên mặt phẳng của elip— hình thật của tiêt điện. Nhưng đoạn 
?z cũng trên hình đó không phải là trục lớn của elip hình chiêu đứng 
tủa tiêt diện. Có thể tìm trục lớn này theo các đường kính liên hợp 
tr và ƒg' (hình 364) theo cách vẽ đã chỉ dẫn ở mục 21, hoặc bởi cách 
VỀ đặc biệt đã có ở mục 26. 
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HÌNH 367. 


Có thê tìm hình thật của tiêt diện bằng cách chập mặt phằng cắt với 
một trong các mặt phẳng hình chiêu H hoặc E. 

Trên hình 366, elip ở vị trí chập được vẽ theo trục lớn và trục nhỏ 
(cũng ở đó điểm Dạ được vẽ bằng cách chập đường mặt). 

Khai triển mặt bên được vẽ trên hình 364. Chú ý rằng việc đánh 
dầu các điểm — hình chiêu bằng của các đường sinh — trên vòng tròn 
đáy được thực hiện từ điểm øò. Nhờ vậy, việc vẽ được đơn giản hóa vì 
cùng với một đường bằng ta được hai điểm trên hình chiêu đứng của 
clip. Ngoài ra, hình khai triển có trục đôi xứng. Nhưng ở đây các điểm 
d và e không rơi vào sô các điểm đánh dâu trên vòng tròn. 


Trên hình 367 cho thêm một ví dụ nữa về vẽ tiêt điện của trụ tròn xoay cắt bằng mặt 
phẳng. Cách vẽ được thực hiện nhờ phép thay các mặt phẳng hình chiêu. Mặt phẳng cắt 
được cho bằng những đường thẳng cắt nhau — đường mặt (4F) và đường cạnh (4P). 
Vì hình chiều cạnh của đường mặt và hình chiêu đứng của đường cạnh nằm trên một 
đường thẳng (4 = 4”, “”ƒ” = z'), nên các đường thằng này nằm tương ứng ở các 
mặt phẳng Wƒ và Wƒ (xem hình 367 bên trái, ở trên). Trục ⁄/W đi qua a2 (zp?). 

Ta dùng mặt phẳng mới S sao cho Š$.L W và Š$.L 4P. Mặt phẳng cắt sẽ thành vuông 
góc với Š$ và hình chiêu lên ,Š của tiêt diện sẽ có dạng một đoạn thằng 26, dài bằng 
trục lớn elip—hình của tiêt diện. Vị trí đường thẳng a6, được xác định nhờ vẽ 
hình chiêu của các điểm 4 và / lên mặt phẳng Š. 

Ta hãy theo dõi cách vẽ một sô điểm. Đề tránh những động tác vẽ thừa, hình chiêu 
1“ được chọn trên đường vuông góc kéo đài hạ từ ø“” lên W/S. Theo điểm 7“ vẽ được 
1; đoạn thẳng /“J“ˆ được đặt từ trục W/S xác định điểm Ï. Và điểm trùng với nó là 
o,— hình chiêu của tâm clip. Biêt các hình chiêu ø, và ø“ có thể vẽ ø——tâm của elip 
hình chiêu đứng của tiêt diện. 

Theo các điểm 2, và 2 tìm được điểm 2 là điểm gần W nhât và theo các điểm 
ó, và ố“— dựng được 6“ là điểm xa W nhât. 

Theo điểm 5“, ta vẽ điểm 3; và bây giờ theo các điểm 4„ 5“ tìm được điểm 4# là 
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một trong các điểm phân ranh giới elip trên hình chiêu đứng ra phần «thây» và phần 
khuât». Điểm thứ hai là đôi xứng của điểm 5 đôi với ơ', 

Phần còn lại được chỉ rõ trên hình vẽ. Hình thật của tiêt diện (elip trên hình 367, bên 
phải) được về theo trục— trục lớn bằng 2ó, và trục nhỏ bằng đường kính của trụ. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 55, 56 


I. Vẽ giao tuyên của mặt cong với mặt phẳng như thê nào? 

2. Mặt phẳng song song với đường sinh của trụ thì cắt trụ theo đường gì? 

3. Trong trường hợp tông quát, muôn tìm giao điểm của đường cong với mặt 
phẳng thì dùng phương pháp gì? 

4. Giao của mặt trụ trồn xoay với các mặt phẳng là các đường gì? 

5. Trong trường hợp nào, elip giao tuyên của mặt trụ tròn xoay có trục vuông góc 
với mặt phẳng # cắt bởi mặt phẳng chiêu đứng sẽ chiều lên mặt phẳng W dưới dạng 
đường tròn? 

6. Phải đặt mặt phẳng hình chiêu phụ trợ như thê nào để elip giao tuyên của trụ 
tròn xoay có trục vuông góc với mặt phẳng #ï cắt bởi mặt phẳng ở vị trí bât kỳ, nhưng 
tạo với trục của trụ một góc 45° được chiêu lên mặt phẳng hình chiêu phụ trợ này thành 
đường tròn? 


57. Giao của mặt nón cắt bởi mặt phẳng. Vẽ hình khai triển 


Trong trường hợp tổng quát, muôn vẽ đưừng cong giao tuyên của 
mặt nón với mặt phẳng, cần tìm các giao điểm của các đường sinh với 
mặt phẳng cắt. 

Nêu mặt phẳng cắt đi qua đỉnh nón, ta được hai đường thẳng là 
những đường sinh (hình 368, 444, và B5,). 

Ta hãy xét một ví dụ minh họa cách vẽ giao tuyên phẳng của mặt 
nón. 

Giả thiêt trong mặt phẳng cho bởi điểm Š và đường bằng 1N 
(hình 368, bên phải), cẩn vẽ qua điểm Š đường thẳng tạo với mặt 
phẳng .⁄ một góc ơ nào đó. 

Qui tích các đường thẳng tạo một góc ơ với mặt phẳng # là mặt 
nón tròn xoay có trục vuông góc với mặt phẳng H và đỉnh, theo điều 
kiện, là điểm ,S. Như vậy, mặt phẳng đã cho đi qua đỉnh nón và cắt mặt 
nón theo các đường thẳng là những đường sinh. Nhưng đường thằng 
này là những đường cần tìm: chúng đi qua điểm ,$ thuộc mặt phẳng đã 
cho và tạo với mặt phẳng # một góc ơ. 

Bây giờ cần biêu diễn nón (nón được biểu diễn một phần). Muôn 
vậy, vạch đường thẳng zz và cung tròn tâm s, bán kính sz, thêm vào 
đó đáy nón chọn trong mặt phẳng bằng đi qua đường thẳng đã cho 
MN. Phần còn lại được chỉ rõ trên hình vẽ. So sánh cách vẽ này với 
tách vẽ trên hình 245 và hình 246 ở mục 38. 
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HÌNH 368. 


Trên hình 369 bên trái biểu diễn nón tròn xoay thăng đứng đặt trên 
mặt phẳng H. Mặt phẳng Q tiềp xúc với nón đã cho dọc theo đường 
sinh ,Š$C, vêt Ø, tiêp xúc vòng tròn—— hình chiêu bằng đáy nón; tính 
chât điểm Š nằm trong mặt phẳng @ được xác lập nhờ đường bằng 
SN. Mặt phẳng P đi qua đỉnh nón đã cho và cắt nón theo hai đường 
sinh S4 và S8. ` 

Cũng trên hình này bên phải, các mặt phẳng không được cho bằng 
vêt. Mặt phẳng tiêp xúc với nón được cho bằng đường sinh S$C và 
đường thằng CD tiêp xúc với đường tròn đáy nón. Mặt phăng đi qua 
đỉnh và cắt nón theo các đường sinh S4 và S được cho bằng đường 
thẳng 4ð thuộc mặt phẳng đáy nón và đường thăng SE đi qua đỉnh 
nón và cắt đường thẳng 4B ở điểm E. 

Nêu mặt phẳng ải qua trục nón thì cắt nón theo hai đường sinh tạo 
với nhau thành góc lớn nhât đôi với nón đã cho. Trên hình 369 bên phải, 
đó là những đường sinh SƑ và SK; góc giữa chúng bằng góc ở đỉnh . 
giữa hai đường thẳng thây ngoài trên hình chiêu đứng của nón. 

Nêu nón tròn xoay bị cắt bởi mặt phẳng không đi qua đỉnh nén thì 
giao tuyên là một trong bôn loại đường cong sau: l) e/j›, nêu mặt 
_ phẳng cắt cắt tât cả các đường sinh của một tầng nón, hay nói cách . 
khác, không song song với một đường sinh nào của nón (hình 370, các 
mặt phẳng Ó, O, và O,); trong trường hợp này, góc giữa mặt 
phẳng cắt và trục nón lớn hơn góc giữa trục này và đường sinh của 
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HÌNH 369. 
d 


nón; 2) đường tròn 1, nêu mặt phẳng cắt vuông góc với trục nón (hình 
370, mặt phẳng Ó,); 3) parabôn, nều mặt phẳng cắt chỉ SOnEØ song với 
một trong các đường sinh (hình 370, mặt phẳng 7); trong trường hợp 
này, các góc giữa mặt phẳng cắt và trục nón và giữa trục nón và 
đường sinh là bằng nhau; 4) hypecbôn, nều mặt phẳng cắt song song 
với hai đường sinh (hình 370, các mặt phẳng S, Š, và ®S,); ở đây 
góc giữa mặt phẳng cắt và trục nón nhỏ hơn góc giữa trục này và 
đường sinh của nón. Trên hình 370 bên phải ở dưới vẽ các góc d, ÿ, 
và ;, Góc ơ là góc giữa các vêt T,và T;, của các mặt phăng 
cắt nón theo các parabôn. Nêu ta vạch các vêt qua điểm ø“ ở (rong góc 
0, thì các vêt này xác định các mặt phẳng cắt nón theo hypecbôn, còn 
nêu vệt vẽ qua ø“ ở trong các góc ÿ¿ và B„ thì giao là các elip. 

Ta hãy xét chứng minh tính chât giao của mặt nón tròn xoay cắt 
bằng mặt phẳng không song song với bật kỳ đường sinh nào của nón (và 
không đi qua đỉnh nón) là một elip. 

Trong trường hợp đã cho, với bât kỳ vị trí nào của nón và mặt phẳng cắt, bao giờ 
cũng có thê bằng phép biên đổi hình vẽ đưa về vị trí sao cho trục nón vuông góc với mặt 
phẳng Z7, còn mặt phẳng cắt là mặt phẳng chiêu đứng. Trên hình 371 vẽ nón và mặt 
phẳng cắt 7 ở vị trí như vậy, hơn nữa cho hai hình chiêu của nón — chiêu đứng và chiêu 
cạnh, : 

Các mặt cầu nội tiêp nón tiệp xúc mặt phẳng 7' ở các điểm #t, F2 và tiêp xúc 
— † Cô thể coi đường tròn là elip với các trục chính tới giới hạn bằng nhau. 
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HỈÌNH 370. 


nón theo các vĩ tuyên tương ứng ổi qua các điểm K, và K;. Các điểm #;, và Ƒ; 
thuộc mặt phẳng kinh tuyên chính, do đó cùng nằm trên một đường thẳng với các điểm 
4, và 4; thuộc tiêt diện của nón cắt bởi mặt phẳng 7. Tiêt diện này chiêu lên mặt 
phẳng V thành đoạn thẳng 4¡4¿. 

Ta hãy xét đường sinh của nón nằm ở mặt phẳng cạnh và ghi trên đó các điểm 
K,, K, là các tiêp điểm của các mặt cầu nội tiêp với đường sinh này, rồi ghi điểm 
M cùng thuộc đường sinh này và đường cong giao tuyên của nón cắt bởi mặt phẳng 7. 
Ta biêt rằng các đoạn tiềp tuyên vạch từ một điểm tới mặt cầu xác định bởi điểm đó và 
các tiệp điểm là bằng nhau. Từ đó 4K, = MF, và MK, = MF,. Cộng theo vê, 





HÌNH 371. 
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HÌNH 372. 


la được MK,+ MK,= MF, + MP, Nhưng MK(+ MK,= K\K, nghĩa là 
tông các khoảng cách từ một điểm nào đó lây trên đường cong của tiêt diện tới hai 
điểm cô định “\ và #, thuộc mặt phẳng của tiêt diện có độ lớn không đối, trong 
trường hợp đã cho, bằng đoạn thẳng K.K,. Đoạn này của đường sinh nón được 
đặt ở' giữa hai vĩ tuyên và không phụ thuộc việc chọn điểm Ä⁄ trên đường cong của tiềt 
diện. Thật vậy, nều trên đường cong của tiêt diện của nón chọn một điểm khác không 
phải điểm 4⁄, thì đường sinh đi qua điểm này sẽ tiêp xúc hai mặt cầu ở các điểm cùng 
thuộc các vĩ tuyên trên. Đoạn đường sinh ở giữa các điểm tiệp xúc cũng sẽ bằng đoạn 
_VP để 

Kêt luận này chứng tỏ điểm Ä⁄ thuộc quï tích các điểm mà tông khoảng cách tới hai 
điểm đã cho có một trị s6 không đôi nào đó. Điều này phù hợp với định nghĩa của cÏïp. 

Kêt luận tương tự với các trường hợp giao tuyên của nón tròn xoay là parabôn và 
hypecbôn. 

Trên hình 372 vẽ nón tròn xoay với tiêt diện cắt bằng mặt phẳng 
chiều đứng. Giao điểm của vêt Q, với các hình chiêu đứng của các 
đường sinh là các hình chiêu của các điểm thuộc đường cong giao 
tuyên cần tìm, trong trường hợp đã cho là e/;. Theo các hình chiêu đó 
về được các hình chiêu lên mặt phẳng # và J“ 

Một trong các trục của elip (trục lớn) chiêu lên mặt phẳng L/ thành 
đoạn thẳng &“p“. Trục kia (trục nhỏ) của elip vuông góc với mặt phẳng 
⁄ được chiều thành một điểm — là điểm giữa của đoạn &??”. 

Nêu qua điểm Ø vạch mặt phẳng vuông góc với trục nón (trong 
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HÌNH 3723. 


trường hợp đã cho, song song với mặt phẳng 7ƒ), thì hình chiêu của 
trục nhỏ (hình 373) là dây cung /e của đường tròn— hình chiêu bằng 
của giao tuyên mặt nón với mặt phẳng ẤN. 


Có thế vẽ hình chiêu của trục nhỏ theo cách chỉ dẫn trên hình 373 bên phải. Nón 
được cắt theo hình tam giác xoay và đặt lên mặt phẳng V. Đoạn ø,í„ bằng bán trục 
nhỏ. Từ điểm ø đặt đoạn này vuông góc với kp, ta được trục nhỏ ( = 2o,#,). 

Các hình chiêu của tiêt diện lên các mặt phẳng M và W là các elip. 
Hình chiêu lên W có thể là đường tròn: trên hình chiêu này, với độ 
nghiêng nào đó của mặt phẳng cắt, các hình chiêu của các trục elip có 
thể bằng nhau. Hình chiêu của tiệt diện này (elip) lên mặt phẳng vuông 
góc với trục nón (trong trường hợp đã cho, lên mặt phẳng #) không 
thê là đường tròn 1. 


Trên hình 374 bên trái chỉ cách tìm hướng vêt đứng của các mặt phẳng chiêu đứng 
cắt nón đã cho theo elip, mà hình chiêu cạnh lên mặt phẳng W là đường tròn. Cách 
dựng được thực hiện trên hình chiêu đứng của nón. Phân giác của góc szk“ cắt trục đôi 
xứng của hình chiêu ở điểm z. Qua điểm này vạch đường vuông góc với phân giác w”, 
ta tìm được điểm ø“. Đường thằng vạch qua các điểm &“ và p/ sẽ cho hướng vêt đứng của 
các mặt phằng cắt cần tìm. Vân đề dẫn đên dựng các đường chéo của hình thang cân 


' Xem chứng minh ở giáo tình này trong các lần xuât bản trước đây. 
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kˆmp'g trong đó có thê nội tiêp đường tròn tâm ở điểm ø. Vạch qua điểm # đường 
thẳng song song với đø, ta được điểm ø'—hình chiêu của tâm clip có hình chiêu đứng 
là đoạn thắng #“?. ; 

Elip giao tuyên của nón cắt bởi mặt phẳng Ó có chiêu lên mặt phẳng IW theo vòng 
tròn không (hình 374, bên phải)? Cách vẽ trên hình 374 cho một cách kiểm tra: qua điểm 
7 vạch đường thẳng song song với đáy, vẽ phân giác của góc gøk“, ta được điểm w. Vì 
đường vuông góc hạ từ điểm mở tới phân giác này không đi qua điểm k“, nên hình chiêu 
của tiêt điện lên W là clip chứ không phải vòng tròn. 

Trên hình 375 chỉ cách vẽ hình chiêu đứng của hypecbôn giao tuyên 
của nón tròn xoay cắt bởi mặt phẳng chiêu bằng. 

Vì hình chiêu.của hypecbôn trùng với vêt 3Š, nên giao của sŠ, 
với hình chiêu bằng của đáy nón sẽ xác định các điểm z và ðb, theo đó vẽ 
các điểm 4 và ð⁄. 

Để tìm điểm c' là điểm cao nhât của hình chiêu của hypecbôn lên 
mặt phẳng Ứ, ta vạch mặt phẳng chiêu bằng phụ trợ 7 đi qua trục nón 
và vuông góc với vêt $,. Hình chiêu bằng c của điểm C cẩn tìm là 
giao của 3%, với 7j; sau khi tìm được hình chiêu đứng của đường 
sinh ÖŠ%K, ta đánh dâu điểm c' trên đó. 

Tiêp theo, ta xác định điểm Z là điểm mà ở đó hình chiêu đứng của 
hypecbôn được tách ra phần thây và khuât. Điểm này tìm được nhờ 
đường sinh SN. 

Đẻ tìm các điểm khác của hypecbôn có thể vạch một đường sinh 
trong giới hạn phần mặt nón được đánh dâu bằng các chữ S4KBð, 
hoặc dùng một vài mặt phẳng cắt phụ trợ. Trên hình 375 chỉ ra một 
trong các mặt phẳng phụ trợ như vậy mặt phẳng bằng U cắt mặt 
nón theo vòng tròn. Nhờ mặt phẳng này ta tìm các điểm Ƒ và G. 

Trên dải thứ' hai của mặt nón ta có nhánh thứ: hai của hypecbôn. Trên 
hình 376 chỉ cách vẽ các hình chiêu và hình thật của tiêt diện nón tròn 
thẳng đứng cắt bằng mặt phẳng thường được cho bởi đường bằng 
AC và đường mặt 4. 

Cách vẽ được thực hiện nhờ phương pháp thay đổi các mặt phẳng 
hình chiêu. Mặt phẳng hình chiêu phụ trợ P được chọn sao cho nó 
vuông góc không những với mặt phẳng mà cả với mặt phẳng cắt: 
trục ?⁄ được vẽ vuông góc với hình chiêu ac. Trên mặt phẳng P, mặt 
phẳng cắt được chiêu thành đường thẳng, nằm trên đường thẳng này 
là hình chiêu của tiêt diện (đoạn thẳng 1,2,). Đoạn thẳng này xác 
định trục lớn của elip giao tuyên của nón với mặt phẳng đã cho. Điểm 
o, cha đoạn 1,2, làm đôi là hinh chiêu của tâm elip. Mặt phẳng 
Ñ vạch vuông góc với trục nón cho phép tìm trục nhỏ của elip (trên 
hình 376 vẽ nửa vòng tròn, trong đó vẽ đoạn o,3, bằng nửa trục 
nhỏ của elip). Theo các điểm ø„ 7„ 2, ta tìm được các hình chiêu 
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ø, 1, 2 và sau đó là các hình chiêu ø“, 7, 2 cách trục 1⁄⁄ cùng khoảng 
cách như khoảng cách của các điểm ø„ ¡„ 2, đôi với trục Đ⁄H. 
Điểm 2'— điểm cao nhât trên hình chiêu đứng, điệm 7ˆ— điểm thâp 
nhầt trong các điềm của elip hình chiêu đứng của tiêt diện. Đề xác định 
vị trí các điểm 5“ và ó“ là các điểm ở đó elip trên hình chiêu đứng được 
tách thành phần thầy và phần khuât, ta vẽ các hình chiêu s, đ, và 
s„ ý, của các đường sinh SP và S#, tìm được các điểm 5, và 
6„„ theo đó vẽ các hình chiêu 5 và ó rồi 5“ và ố“. Nhưng có thể chỉ tìm 
một điểm 5“ và qua đó vạch đường thằng song song với hình chiêu 
4b“, vì mặt phẳng kinh tuyên chính của nón cắt mặt phẳng cắt đã cho 
theo đường mặt. 

Trục nhỏ của elip chiêu lên mặt phẳng theo độ lớn thật (đoạn 
3—3), vì nằm trên đường bằng của mặt phẳng cắt và cũng là trục nhỏ của 
clip hình chiêu bằng của tiêt diện. Hình thật của tiêt diện là elip có trục 
lớn (7,2, = 1„2,) và trục nhỏ (3,4, == 3—44). 
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Trên hình 377 chỉ cách vẽ tương tự khi mặt phẳng cắt được cho 
bởi các vêt của nó. 


Vẽ hình chiêu của tiêt diện bắt đầu từ việc tìm các điểm thuộc đường bao ngoài của 
hình chiêu đứng của nón. Muôn vậy, qua trục nón ta vạch mặt phẳng cắt phụ trợ ® song 
song với mặt phăng ƒ; vê( của mặt phẳng này là R„. Mặt phẳng Â cắt mặt phẳng 
P theo đường mặt và cắt nón theo hai đường sinh. Các giao điểm 4 và Ø của đường mặt 
VỚI các đường sinh thuộc giao tuyên cần tìm của nón với mặt phẳng P. 

Ở các điểm øZ và ở“, hình chiêu đứng của giao tuyên tiêp xúc đường bao ngoài của 
hình chiêu đứng của nón và tách ra làm hai phần thầy và phần khuât. Tiêp đó ta còn vẽ 
hai điểm đặc trưng !: điêm cao nhât và điểm thâp nhât của tiêt diện. Muôn vậy, ta vạch 
mặt phẳng cắt phụ trợ @ là mặt phẳng chiêu bằng vuông góc với vêt P, và đi qua trục 
nón. Mặt phăng Ó cắt nón theo các đường sinh S7 (sứ, s0) và S$U (2, s1), cắt mặt 





: !L Điểm đặc trưng là các điểm của đường cong giao tuyên như là điểm xa nhât và 
điệm gần nhât đôi với mặt phăng hình chiêu, các điểm chia đường cong ra phần thây và 
phần khuât, điểm đầu mút các trục của elip. : 
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phẳng P theo đường thẳng WK (wk”, nk). Các giao điểm C và D của đường thẳng NK 
với các đường sinh là những điểm cần tìm. 

Đoạn thẳng CD là trục lớn của elip giao tuyên của nón đã cho với mặt phẳng P: 
Hình chiều eZ là trục lớn của elip— hình chiều bằng của tiêt điện. Chia CD làm hai phần 
bằng nhau, ta được vị trí tâm elip; các điểm ø' và ø là tâm các elip— hình chiêu của tiêt 
điện. | 
Dùng các mặt phẳng bằng làm mặt phẳng cắt sẽ thuận lợi khi đi tìm các điểm trung 
gian của giao tuyên, vì chúng cắt mặt nón theo các vòng tròn và cắt mặt phẳng P theo 
các đường bằng. Chỉ những mặt phẳng có vêt bằng dịch chuyền trong giới hạn giữa c 
và Z là thích hợp cho việc vẽ, vì ở trường hợp đã cho không thê có những điểm thuộc 
giao tuyên mà cao hơn điểm ở hoặc thâp hơn điểm c“. Trên hình 377 chỉ cách vẽ các 
điểm E,#,Œ,H nhờ hai mặt phẳng như vậy; một trong các mặt phẳng đó được vạch qua 
điểm O, nhờ đó xác định đoạn e/ là trục nhỏ của elip giao tuyên của nón với mặt phẳng 
P và đồng thời là trục nhỏ của hình chiêu bằng của elip đó. 

Các đoạn thẳng c'Z và e/ƒ là các đường kính liên hợp của elip— hình chiêu đứng 
của tiêt diện. Theo các đường kính này có thê vẽ trục của elip !. 

Hình thật của tiêt diện được tìm bằng cách chập mặt phẳng cắt với mặt phẳng H. 
Có thể vẽ elip theo trục lớn và trục nhỏ có độ dài tìm được bằng phép chập các điểm mút 
của các trục: Cọ và Dạ cho trực lớn, E¿ và #) cho trục nhỏ. 

Trên hình 378 chỉ cách vẽ khai triển. Mặt bên được khai triển thành hình quạt tròn. 
Góc hình quạt tính theo công thức 
ơ =~-360°, 

| 
trong đó r—bán kính vòng tròn đáy nón, ¡— đường sinh của nón. 

Đề vẽ giao tuyên trên hình khai triển mặt bên của nón, ta vạch hàng loạt đường sinh 
của nón và xác định chiều dài các đoạn đường sinh này; sau đó vẽ các đường sinh trên 
hình khai triền mặt bên của nón và đặt trên các đường sinh đó các đoạn dài tương ứng. 
Trên hình 368 vẽ hình khai triển mặt bên và trên đó có vẽ khai triển của giao tuyên. Độ 
dài các đoạn thăng đường sinh được xác định bằng cách xoay các đường sinh tới vị trí 
song song với mặt phẳng EV (cách vẽ này được chỉ rõ đôi với hai đường sinh). 

Trên hình 379 chỉ cách tìm điểm xa nhât và điểm gần nhât đồi với mặt phẳng # của 
giao tuyên của mặt nón với một mặt phẳng thường Q. Đề vẽ các điểm này, ta vạch các 
mặt phẳng P và 7 tiêp xúc với nón sao cho vêt của chúng P, và 7, song song với 
Ø,; nhờ đó xác định các đường sinh của nón trên đó có các điểm cần tìm K và M. 

Mới đầu ta vẽ các hình chiêu bằng k và zm là các giao điểm của các hình chiêu bằng 
của các đường sinh S4 và ,Sð với các hình chiêu bằng của các đường bằng tương ứng, 
theo đó các mặt phẳng P và 7 cắt mặt phẳng Ơ; sau đó vẽ các hình chiêu &“ và œ trên các 
hinh chiêu đứng của các đường sinh này. 

Trên hình 380a chỉ cách vẽ các đường cong giao tuyên của nón tròn xoay cắt bởi 
các mặt của lăng trụ lục giác đều ?. Hai trong các mặt bên thuộc các mặt phẳng chiêu 
bằng P và , còn mặt thứ ba nằm trong mặt phằng mặt %. 

Vị trí của các mặt phẳng này đôi với trục nón cho phép xác định ngay giao tuyên là 
những đường cong gì. Ta được các hypecbôn trong đó một hypecbôn chiều không biền 
dạng lên mặt phẳng E. 


Về đường kính liên hợp của elip xem mục 21. 
? Để tiêt kiệm chỗ, hình chiêu bằng chỉ vẽ một nửa. 
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(b) 
HÌNH 380. 


Đề tìm các điểm thuộc các giao tuyên, dùng các vĩ tuyên trên mặt nón. Trước hêt tìm 
các điểm giới hạn /, 4, 2, 5 trên hình chiêu bằng, rồi theo đó xác định các điểm 7“, 4, 2, 
3“ trên hình chiêu đứng. Sau đó nhờ mặt phẳng bằng phụ trợ 7, thoạt tiên xác định điểm 
6“ trên đường bao ngoài trên hình chiêu đứng của nón, rồi tìm điểm 6 và nhờ vòng tròn 
bán kính øố vẽ các điểm 7, Ø và 9, theo đó tìm được các điểm 7, 8, 0, 

Trên hình 380b vẽ đai ôc sáu mặt (chỉ cho hình từ phía trước); các đường cong tách 
các mặt bên của đai öc với phần mặt nón là các hypecbôn. Cách vẽ hình chiêu của các 
hypecbôn này tương tự như đã chỉ trên hình 380a. 
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CÂU HỘI CHO MỤC 57 
. Phương pháp chung vẽ đường cong giao tuyên của mặt nón cắt bởi mặt ling 


. Cần vạch mặt phẳng như thê nào để cắt mặt nón theo đường thÃng? - 

.- Nón tròn xoay cất bởi các mặt phẳng sẽ cho những đường cong gì? 

. Có thể nội tiêp các mặt cầu trong mặt nón bât kỳ được không? 

. Dựng trục nhỏ của elip giao tuyên của nón tròn xoay cắt bởi mặt phẳng như thê 
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nào? 

6. Elip giao tuyên của nón tròn xoay với mặt phẳng sẽ chiêu lên mặt phẳng vuông 
góc với trục nón theo đường cong gì? 

7. Dựng hình khai triển mặt bên của nón tròn xoay như thê nào? 

8. Các đường cong trên đai ôc có mép vát nón là đường cong gì? 


58. Giao của mặt cầu và mặt xuyên cắt bởi mặt phẳng. Ví dụ 
về dựng «đường cắt› trên mặt của vật thê tròn xoay tô hợp 


Dò ở hướng nào, mặt phẳng cắt bao giờ cũng cắt mặt cầu theo vòng 
tròn được chiều thành đoạn thẳng, thành elip hoặc vòng tròn ty theo Vị 
trí của mặt phẳng cắt đôi với mặt phẳng hình chiêu (hình 381). Trục lớn 
(3—4) của elip hình chiêu bằng của vòng tròn giao tuyên bằng đường 
kính vòng tròn đó (3——-4 = 72); trục nhỏ ¡—2 thu được nhờ phép 
chiêu. Các điểm 5“ và 6 trên hình chiêu đứng của xích đạo cho khả 
năng tìm các điểm 5 và 6 ở đó elip—hình chiêu bằng của vòng 
tròn— được chia ra phần thây và khuât trên mặt phằng HI. 

Đề vẽ hình chiêu của vòng tròn giao tuyên của mặt cầu với mặt 
phẳng, ta dùng các mặt phẳng phụ trợ (xem mục 55) cho, ví dụ như 
trên mặt cầu, các vĩ tuyên và trên mặt phẳng, các đường bằng. Người 
ta cũng áp dụng phép biên đổi trên đồ thức nhằm mục đích có mặt 
phẳng cắt vuông góc đôi với mặt phẳng hình chiêu phụ trợ. 

Cách vẽ giao tuyên của mặt xuyên cắt bởi mặt phẳng trong trường 
hợp tông quát cũng được thực hiện nhờ các mặt phẳng cắt mặt xuyên 
và mặt phẳng cắt. Với mặt xuyên ta chọn các mặt phẳng cắt nó theo 
các vòng tròn (ta nhớ lại rằng xuyên có ba hệ tiêt diện tròn: thuộc các 
mặt phẳng vuông góc với trục xuyên, thuộc các mặt phẳng đi qua trục 
xuyên và thuộc các mặt phẳng hai lần tiêp xúc với xuyên). Nhìn chung 
sơ đồ vẽ giao tuyên tương tự như đã chỉ trên hình 359. Thật 
vậy, trên hình 382 chỉ rõ các mặt phẳng phụ trợ 5¡ Và Š; vuông 
BÓC với trục của xuyên (trong trường hợp đã cho là mặt xuyên tròn 
XOay), cắt mặt xuyên theo các vòng tròn bán kính ®, và ®,, cắt 
mặt phẳng P theo các đường thẳng chiêu lên mặt phẳng Ƒ thành các 
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điểm 3“, 5“, 7, nghĩa là vuông góc với mặt phẳng . Từ đó ta vẽ được 
các điểm của tiêt diện. 

Ta hãy nói rõ cách vẽ trên hình 382. Cho hai hình biêu diễn đôi với 
xuyên tròn: một nửa hình chiêu đứng và hình chiêu cạnh. Mặt xuyên 
được cắt bởi mặt phẳng chiêu đứng P. Nửa vòng tròn bán kính ® 
là giao tuyên của mặt xuyên cắt bởi mặt phẳng phụ trợ S; là mặt 
phẳng mặt. Nửa vòng tròn này tiêp XÚC VỚI VỆÊt Tu, vì vậy, trên mặt 
phẳng S5, chỉ được xác định một điểm Ở/ 3“) của giao tuyên của 
mặt xuyên cát bởi mặt phằng P. Nhưng nêu vạch mặt phẳng 5; thì 
trong đó có hai điểm thuộc giao tuyên cần tìm. Mặt phẳng S; xác 
định trên mặt xuyên nửa vòng tròn bán kính ÄR;; nửa vòng tròn này 
cắt vêt P, ở hai điểm 5“ và Z là hình chiêu đứng của các điểm thuộc 
giao tuyên của mặt xuyên cắt bởi mặt phẳng P. Có thê làm như vậy 
thêm một sô lần nữa và được một loạt điểm thuộc giao tuyên cần 
tìm. 

Tiêt diện có các trục và tâm đôi xứng. Trong trường hợp đã cho 
của mặt phẳng đôi xứng của xuyên tròn, các khoảng cách ¡¡ và j; 
của các mặt phẳng $Š; và Đ tới mặt phẳng đứng đã xác định trong 
quá trình vẽ được dùng để đặt các điểm 3; và 5; trong việc dựng 
hình thật của tiêt diện (để đặt các điêm 4q, ốc, 7ạ, ổẹ dùng đôi 
xứng). 

Giao tuyên thu được có dạng elip. Nhưng tât nhiên đó chỉ là giông 
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HỈNH 382. 


nhau bể ngoài, không phải nhiều lắm. Elip— đường cong bậc hai (xem 
mục 2l), còn giao tuyên của mặt xuyên cắt bởi mặt phẳng được biểu 
thị bằng phương trình đại sô bậc bôn1!, 


Trên hình 383 vẽ các tiêt diện của mặt xuyên mở (xuyên tròn), trong trường hợp 
thứ nhât cắt bằng mặt phẳng đi qua trục xuyên (/ = 0, trong đó /là khoảng cách của mặt 
phẳng cắt tới trục này) ta thu được hai vòng tròn, trong các trường hợp còn lại giao 
tuyên là các đường cong phụ thuộc /, R và r. Các đường cong thu được có chung tên gọi 
là đường cong Pecxê (tên một nhà hình học cô Hi-lạp). Đó là những dường cong đại sô 
bậc bôn. 

Các đường cong (2— 5) trên hình 383 có dạng khác nhau—ôvan với một trục đôi 
xứng (2), đường cong hai cánh hoa với điểm mút ở gôc tọa độ (3), đường cong hình 
sóng (4), ôvan với hai trục đôi xứng (5) (xem hình 382). Các đường cong này trở thành 
ôyan Cátxin¡?— trường hợp đặc biệt của đường Pecxê: nêu / = r, với xuyên mở khi 
&>2r, R= 2r và R< ?r, với xuyên đóng (R = r), thêm vào đó, với xuyên mở và 





' Đường cong khép kín vẽ trên hình 382 thuộc sô các đường ôvan, nghĩa là những 
đường cong phẳng lồi, khép kín, không có điểm nút. Trong sô các ôvan có các ôvan tạo 
bởi các cung tròn, do đó có thể vẽ bằng compa; nhưng không có cơ sở để chỉ coi những 
đường đó là ôvan. 

ˆ_Đgiôvani Đômenicô Catxini— nhà thiên văn. Ôvan Catxini— đường cong đại sô 
bậc 4 đôi xứng với trục tọa độ là quỹ tích các điểm #⁄ sao cho #,Ä⁄#-EF,M = 43, 
trong đó Ƒ, và Ƒ,— các điểm cô định (tiêu điểm) và a—hằng sô. 
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chao: 
s—C>— 
HỈNH 383. 


R=2r,l=r ta có lemnixcat Becnuli1: với đường cong này, gồc (hình 384) là điểm kép: 
các tiêp tuyên (y = + x) vuông góc với nhau?. 

Theo định lý Vilacxô ta biêt rằng, tiệt diện mặt xuyên cắt bởi mặt 
phẳng hai lần tiêp xúc gồm hai đường tròn bằng nhau có bán kính 
bằng khoảng cách từ tâm đường tròn sinh đền trục xuyên. Các đường 
tròn này là thực trong trường hợp xuyên mở và là ảo trong các 
trường hợp còn lại. 

Trên hình 384a, mặt phẳng cắt là mặt phẳng chiêu đứng, nó tiêp 
xúc mặt xuyên mở tại các điểm # (e, e) và F (, /Ƒ ). Bản kính r của các 
đường tròn là: r = øw⁄. Các hình chiêu bằng của chúng là các elip có 
chung tiêu điểm tại ø. 

' Lkemnixcat— La Tỉnh: lemniscata, từ gôc lemniscos (Hy Lạp)— đải băng. Iacôp 
Becnuli (1654—— 1705)—-nhà toán học. Lemnixcat Đecnuli—~ đường cong đại sô bậc 
4 có dạng con sô 8 là quỹ tích các điểm A4 sao cho #,⁄: t,M= 

= (F,F;J/2)?, trong đó Z, và Ƒ, là những điểm cô định (tiêu điểm). 


“. Chỉ tiệt về các dường cong Pccxê và các trường hợp đặc biệt của chúng xin xem 
cuôn «Đường cong thẳng» của Á.A. Xavelôp, Nhà xuât bản Toán Lý. 1960. 
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Trên hình 385 vẽ một vật thê tròn xoay giới hạn trên phần được xét 
bởi ba mặt trụ, một mặt nón, một mặt cầu, ba mặt xuyên mở và cũng 
bởi hai mặt phẳng ở vị trí biểu diễn trên hình 385 là các mặt phẳng mặt 
(trên bản vẽ chỉ cho một nửa hình từ trên xuông và nửa hình cắt cạnh). 

Các mặt phẳng này cắt vật thể tròn xoay theo «đường cắt» thường 
ðặp trong các chỉ tiêt là các vật thê tròn xoay. 

Trước hêt xác định các «miền», hay là các phần của mặt tròn xoay giới hạn vật thê 
được xét. Điều này được thực hiện nhờ các điểm nồi tiêp tìm được hoặc trên các đường 
tâm, hoặc trên các đường vuông góc với các đường sinh của nón và trụ 1. Qua các điểm 
nôi tiêp vạch các mặt phẳng cạnh, cắt mỗi mặt theo vòng tròn. Cung của các vòng tròn 
này vẽ trên W xác định hình chiêu cạnh của các điểm đặc trưng trên đường cắt. Theo vị 
trí của điểm ðb⁄“ xác định vị trí của điểm ở. ` 

Đường cắt trên nón trong trường hợp đã cho là hypecbôn. Đỉnh của nó (điềm c) 
tm được nhờ vị trí hiển nhiên của hình chiêu c”. Biêt vị trí điểm ©“, ta xác định hình 
chiêu của cung tròn trên đó phải có điểm C. 

Cách vẽ một điểm «trung gian» trên mỗi phần của đường cắt cũng chỉ.rõ trên bản 


~- 


Ve, 
m=Ỳ————ễ 


-_ Trên hình 385, các điểm nôi tiếp chỉ vẽ trên nửa hình từ phía trước. 
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HÌNH 385. NG F4 


Trên các phần của mặt cầu và các mặt trụ không cần tìm các điểm «trung gian», vì 
mặt cầu được cắt theo vòng tròn được biêu diễn không biên dạng trên hình chiêu chính, 
thêm vào đó bán kính của vòng tròn này là đoạn lớn nhât trong các đoạn thăng c 5 
còn các mặt trụ được cắt theo các đường sinh. 


59. Giao của đường thẳng với các mặt cong 


Trên hình 386 bên trái vẽ giao của đường thẳng với một mặt trụ. 
Mặt này được cho bằng vêt của nó trên mặt phẳng — đường cong 
MỊN và bằng hướng của đường sinh— đường thẳng Ä⁄7. Qua đường 
thắng 4 vạch mặt phẳng chiêu đứng phụ trợ S, cắt mặt trụ đã cho 
theo đường cong được vẽ theo từng điểm là các giao điểm của các 
đường sinh của mặt với mặt phẳng Š. Giao của đường cong thu được 
với đường thẳng 4B đã cho chính là giao điểm của đường thằng 4B 
VỚI mặt trụ. 

Đây là phương pháp chung để vẽ các giao điểm của đường thằng 
với bât kỳ mặt nào: qua đường thăng cần vạch mặt phẳng phụ trợ, tìm 
giao tuyên của mặt phẳng đó với mặt; giao điểm của đường thẳng đã cho 
với ẩw'ò'ng cong vẽ trên mặt sẽ là giao điểm cần từm của đường thẳng với 
mái. 

Ở' đây có sự tương tự hoàn toàn với việc vẽ giao điểm của đường 
thằng với mặt phẳng (xem các mục 22, 25). 


Cách vẽ chỉ ra trên hình 386 bên trái, tât nhiên sẽ được đơn giản, nêu (hình 386 bên 
phải) mặt phẳng phụ trợ 7 song song với đường sinh Ä⁄7 và được xác định theo một 
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điểm L. Đây là một trong các trường hợp đặc biệt có thể xảy ra, ví dụ như khi đường 
thằng 4ð đã cho nằm trên mặt phẳng song song với đường sinh M7. 

Đôi khi sự trình bày mặt phẳng phụ trợ là thừa. Các ví dụ được cho trên hình 387: 
trụ tròn thẳng đứng có trục vuông góc với mặt phẳng # và nón có trục cũng như vậy. 
Hình chiêu bằng của giao điểm của đường thẳng 4 vuông góc với mặt phẳng H với 
mặt bên của nón tròn thẳng đứng trùng với hình chiêu bằng của chính đường thẳng. 





q 
HÌNH 387 
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HIÌNH 390, 
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Vạch hình chiêu bằng của đường sinh 57 và sau khi vẽ hình chiêu đứng ø#, ta tìm được 
hình chiêu đứng & của điểm cần tìm. 

Mặt phẳng phụ trợ' vạch qua đường thắng để tìm Siao của nó với 
mặt bât kỳ nào đó cần được chọn sao cho có tiêt điện đơn giản nhất. 

Ví dụ, khi tìm giao của đường thẳng với mặt nón, mặt phẳng phụ 
trợ là mặt phẳng đi qua đỉnh, do đó cắt mặt nón theo những đưc ờng 
thắng. Khi tìm giao của đưẻ ờng thằng với mặt trụ, sẽ thuận lợi. nêu 
vạch mặt phẳng phụ trợ đi qua đường thẳng đã cho và SOng song VỚI 
các đường sinh của trụ; giao của mặt phẳng như vậy với mặt trụ cho 
các đường thẳng. 

Ví dụ với nón được cho trên hình 388, ở đó các giao điểm được 
tìm nhờ mặt phẳng P xác định bởi đỉnh nón và đường thẳng đã 
cho. 

Đề vẽ các đường sinh giao tuyên của mặt phẳng P với mặt nón, 
cần tìm một điểm trên mỗi đường sinh ngoài điểm ,Š ra. Có thê tìm các 
điểm này ở giao của vêt mặt phẳng P lên mặt phẳng đáy nón với vòng 
tròn đáy nón. 

Trên hình 388 mặt phẳng đáy nón dùng làm mặt phẳng hình chiêu 
H; vì vậy, vêt của mặt phẳng P ký hiệu đụ. Muôn vẽ vêt này, chọn 
đường thẳng phụ trợ S€ là đường bằng của mặt phẳng ? và tìm vêt 
bằng của đường thẳng 4ð. Vêt ?, đi qua điểm m và song Song với 
hình chiêu sc. Các đường sinh cần tìm đi qua các điểm 7, 7 và 2, 2. 
Các điểm K; và K; là điểm vào và điểm ra thuộc giao của đường 
thắng 4ð với mặt nón. 

Nêu cho nón cụt (hình 369) mà hình chiêu đứng của đỉnh không 
được vẽ, thì có thê chọn điểm z như là hình chiêu đứng của giao điểm 
của đường thẳng đã cho 41⁄ ¡ với một đường thẳng phụ trợ nào đó 
đi qua đỉnh 5; sau khi tìm hình chiêu ø, vẽ hình chiêu bằng của đường 
thắng phụ trợ SÄ⁄; (dùng điểm s). Phần tiệp theo chỉ rõ trên hình vẽ. 

Trên hình 390 chỉ cách vẽ các điểm K và M là giao điểm của đoạn 
4B với mặt cầu bán kính R. Áp dụng phương pháp thay mặt phẳng 
hình chiêu. 

Trước tiên qua 4 vạch mặt phằng chiêu bằng Š (vêt lên mặt 
phẳng H trùng với hình chiêu 4). Mặt phẳng này cắt mặt cầu theo 
vòng tròn có bán kính #®¿ bằng đoạn ci. Dùng cũng mặt phẳng S này 
làm mặt phằng hình chiêu phụ trợ tạo với mặt phằng Ở thành hệ ®, #7, 
ta vẽ hình chiêu a/°b, của đoạn 4B (aa, =2, bb,= b3) và 
hình chiêu của vòng tròn giao tuyên của mặt phẳng Š với mặt cầu. Tìm 
hình chiêu c, của tâm bằng cách đặt c¿c = ø và từ c, vạch cung 
có bán kính #¿ sao cho thu được các điểm k, và z; (vẽ toàn bộ 
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HÌNH 39|, 


vòng tròn bán kính #, là thừa). Theo các điểm này thoạt tiên tìm các 
hình chiêu k và m, rồi theo chúng tìm các hình chiêu &“ và ?. 

Trên hình 391 cho một ví đụ nữa về vẽ giao điềm của đường 
thắng với mặt giới hạn bởi một vật thê tròn xoay. Ngoài hai mặt 
phẳng, vật thê được giới hạn bởi hai mặt trụ tròn xoay và bởi phần 
chuyên giữa chúng là mặt xuyên mở. Đường thẳng cắt mặt trụ ở điểm 
K, và tiêp đó cắt mặt xuyên mở ở điểm K;. Muôn vẽ hình chiêu 
của điểm K;„, tìm đường cong có hình chiêu ¡—2——3, 123 là giao 
tuyên của mặt xuyên mở với mặt phẳng Š vạch qua đường thẳng 4ð 
và vuông góc với mặt phẳng HH. Đường cong được vẽ theo điểm nhờ 
các vĩ tuyên; trên hình vẽ hai vĩ tuyên được đánh dầu bằng các điểm 
M và N. Tiêp đó đường thẳng lại cắt mặt xuyên ở điểm K; và qua 
điểm K, vượt ra ngoài giới hạn của mặt. 

Bây giờ ta lưu ý đên cách vẽ chỉ ra trên hình 392. 3y đây vẽ trụ 
nghiêng có đáy tròn. Đê vẽ các giao điểm của đường thằng 4ð với mặt 
trụ ta lập mặt phẳng P được xác định, ngoài 4Ö ra, còn bởi đường 
thắng bố sung BM, vạch qua điểm Ö song song với các đường sinh 
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HÌNH 392, 


của trụ. Mặt phẳng như vậy cắt trụ theo các đường sinh. Nêu tìm 
được các vêt.bằng của các đường thằng xác định mặt phẳng thì có thể 
vẽ vêt bằng của mặt phẳng P. Đánh dâu 7 và 2 là các giao điềm của vêt 
P, với đáy trụ (nằm trong mặt phẳng 7/7), vạch qua các điêm đó 
những đường thắng song song với hình chiêu bằng của đường sinh 
của trụ và đánh dâu k; và k; là các hình chiêu bằng của các giao 
điểm của đường thẳng 4ð với mặt trụ. Tiêp đó tìm các điểm k¿ 
và k¿. 

Hình vẽ như vậy cũng có thể coi như hình chiêu xiên của mặt trụ và đường thắng 4B 
lên mặt phẳng 7/7. Phép chiều được thực hiện theo hướng song song với đường sinh của 
trụ. Điểm Ä⁄ của đường thằng 4 nằm trên mặt phẳng 7; điểm Ä⁄ ¡ la hình chiêu xiên 
của điểm Ö vẽ trên mặt phẳng . Đường thẳng mm, là hình chiều xiên của đường 
thăng 4Z lên mặt phẳng #. Chính trụ chiêu lên mặt phẳng này thành đáy của nó. Phần 
tiêp theo được chỉ rõ trên hình vẽ. 

Khi giải bài toán về giao của đường thẳng với mặt, có thế xây ra 
trường hợp đường thẳng đã cho không cắt mà chỉ tiêp xúc với đường 
cong giới hạn hình cắt của mặt đã cho cắt bởi mặt phẳng vạch qua 
đường thẳng. Trong trường hợp này, đường thẳng là tiêp tuyên với 
mặt đã cho. Nói chung, nêu cần xác định vị trí đường thẳng đôi với 
mặt cong, (hi ta cần vạch qua đường thằng một mặt phẳng cắt mặt 
Cong và xét vị trí tương quan giữa đường thẳng và hình thu được do 
mặt phẳng cắt mặt cong. `: 

Trong mục này ta xét vân đề vẽ giao điểm của đường thẳng với 
mặt cong. Phương pháp chung là: I) Qua đường thẳng đã cho lập một 
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mặt phẳng nào đó; 2) Vẽ giao tuyên của mặt cong với mặt phăng: 3) 
Tìm các giao điểm của đường thăng đã cho với giao tuyên. 

Nhưng làm như thê nào nêu một mặt nào đó bị cắt không phải 
bởi một đường thằng mà bởi một đường cong phăng nào đó? Rõ ràng 
ta sẽ áp dụng phương pháp đã trình bày cho cả trường hợp này, thêm 
vào đó, ở đây mặt phẳng đi qua đường cong là mặt phăng của chính 
đường cong phẳng. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 58, 59 


1. Giao của mặt cầu cắt bằng mặt phẳng bât kỳ là đường cong gì? Các hình chiêu 
của đường cong này có thể là những đường gì? 

2. Phương pháp vẽ tiêt điện mặt xuyên cắt bởi mặt phẳng như thê nào? 

3. Các mặt phẳng cắt mặt xuyên theo vòng tròn phải có hướng như thê nào? 

4. Các đường cong giao tuyên của mặt xuyên cắt bởi mặt phẳng song song với trục 
xuyên có tên gọi là gì? Trong trường hợp nào, các đường cong này trở thành ôvan catXI- 
ni và trường hợp nào thành lemnitxcat Becnuli) 

5. «Đường cắt» là gì?` 

6. Phương pháp chung vẽ giao điểm của đường thắng với mặt cong như thê nào? 

7. Khi tìm giao của đường thẳng với mặt nón, lập mặt phẳng cắt phụ trợ như thê 
nào để trên mặt nón ta có các đường thẳng? . 

8. Có thể áp dụng phép chiêu xiên trong trường hợp giao của đường thắng với mặt 
trụ có đường sinh không vuông góc với mặt phẳng hình chiêu không? 
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Chương X 
Giao của các mặt trong đó ít nhât một mặt 
là mặt cong : 


60. Phương pháp chung vẽ giao của các mặt 


Phương pháp chung vẽ giao của hai mặt là tìm các điểm của giao 
tuyên nhờ một sô mặt cắt 1. Trên hình 393, bên trải chỉ rõ các mặt 7 và 
TI bị mặt 71 cắt; mặt phụ trợ này cắt mặt 7 theo đường 4, cắt mặt 77 
theo đường CD. Giao điểm K của hai đường 4ð và CD là chung cho 
cả các mặt 7 và 1ï, do đó thuộc giao tuyên của chúng. Lặp lại cách vẽ 
như vậy ta được một loạt điệm của đường cần tìm. Chúng ta đã dùng 
phương pháp này khi xét (xem mục 24) cách vẽ giao tuyên của hai mặt 
phăng. Khi đó cách vẽ dẫn đên (hình 166) việc dùng hai mặt phẳng phụ 
trợ. Mỗi mặt phẳng phụ trợ cho phép tìm một điểm chung cho cả hai 
mặt phằng có giao tuyên cần tìm. 

Áp dụng phương pháp chung đã chỉ để.vẽ giao tuyên của hai mặt 
cong, chúng ta có thê: 

1) cắt hai mặt bằng các mặt phẳng phụ trợ; 

2) cắt hai mặt bằng các mặi cong phụ trợ (ví dụ: mặt cầu). 

Trong một sô trường hợp, khi giải các bài toán người ta phôi 
hợp việc dùng các mặt phẳng và các mặt cong phụ trợ. Theo điều kiện 
cho phép, cần chọn những mặt phụ trợ sao cho khi cắt các mặt đã cho, 
ta được những đường vẽ đơn giản (ví dụ: đường thằng hay vòng 
tròn). 

Trong trường hợp tông quát người ta dùng các mặt phẳng cắt 
phụ trợ để vẽ giao của mặt cong với mặt đa điện. 

Phương pháp tông quát đã trình bày để vẽ giao tuyên của hai mặt 
không loại trừ việc áp dụng một phương pháp khác, nêu ít ra một 
trong hai mặt là mặt kẻ: tìm giao điểm của đường sinh thằng của một 
mặt với mặt kia và lặp lại cách vẽ này cho một loạt đường sinh, qua 
những điểm tìm được vẽ giao tuyên cần tìm. Trên hình 393, bên phải 
chỉ rõ qua đường sinh ,SÄ⁄ của mặt 7 dựng mặt phẳng 777 cắt mặt thứ 
hai (1) theo đường cong ŒD; đường sinh SÄ⁄ cắt đường cong này 
ở điểm K thuộc giao tuyêñ cần tìm của các mặt 7 và 17. 





_ Giao tuyên còn gọi là «đường chuyển», đặc biệt trong các trường hợp khi chuyển 
từ mặt này sang mặt khác không có giao tuyên được thể hiện rõ ràng. Với các mặt cắt 
phụ trợ ta còn gặp tên gọi là «mặt trung gian». 
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HÌNH 391. 


Điều này thuộc trường hợp giao tuyên của mặt cong với mặt đa 
diện; ở đây các cạnh của mặt đa diện đóng vai trò các đường sinh. 

Như vậy, muôn vẽ giao tuyên của một mặt bị cắt bởi một mặt khác 
người ta dùng những mặt phẳng cắt phụ trợ ở' vị trí đặc biệt và ở vị trí 
tông quát, dùng các mặt cong phụ trợ, các đường sinh thẳng của các mặi 
cong kẻ và dùng các cạnh của các mặt đa diện. Thêm vào đó người ta 
dùng đên phương pháp biên đổi hình chiều, nêu điều này làm đơn giản và 
làm chính xác cách vẽ. 

Trong các ví dụ được nêu sau đây, ưu tiên xét các vật thê hình 
học, nghĩa là các phần được giới hạn của không gian, cùng với các 
ranh giới của nó— là các mặt. Trong hai mặt chỉ một mặt cắt mặt kia. 
Vị vậy, một trong hai mặt giữ nguyên, còn trên mặt kia là mặt bị cắt thì 
xuât hiện lỗ. Œ đây có thê xảy ra trường hợp: 1) xuyên qua khi giao 
gồm hai đường tách rời (xem, chẳng hạn, hình 412, ở đó nón có trục 
nằm ngang chui qua một nón khác), hoặc gồm một đường cỏ điểm nút 
(hình 427); 2) xuyên qua không hoàn toàn khi giao gồm một đường 
(xem, chăng hạn, hình 396, 426). q 

Trên các chỉ tiêt đúc thường có những phần chuyên đều, nghĩa là 
chuyên từ mặt này sang mặt khác nhờ một mặt trung gian, ví dụ mặt 
xuyên. Khi đó, để ký hiệu sự chuyển người ta dựng giao tuyên của các 
dạng hình học dùng làm cơ sở cho các dạng kỹ thuật (xem, chẳng hạn, 
hình 399, 430). !. 

Các hình chiêu của giao tuyên thu được trong giới hạn của phần 
chung các hình chiêu của hai mặt. : 

Khi vẽ hình chiêu các điểm của giao tuyên, trước tiên cần tìm 
những điểm thường được gọi là điểm đặc trưng ?. Đó là những điểm 

L Trong những trường hợp như vậy, nghĩa là khi xét vật thê đơn khôi, chính xác 
hơn phải nói là đường nồi các mặt. 
? Các điểm này còn có tên gọi là «điểm tựa». 
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mà hình chiêu tách phần thây, phần khuât của hình chiêu giao tuyên, 
đó là hình chiêu các điểm của giao tuyên có độ cao nhât hoặc thâp nhât 
đôi với mặt phẳng H, các điểm gần nhât và xa nhât đôi với người 
quan sát, các điểm tận cùng bên phải và bên trái trên các hình chiêu 
của giao tuyên. 


61. Chọn mặt phẳng cắt phụ trợ trong trưởng hợp đướn có thê 
cắt cả hai mặt theo các đường thắng 


Khi cả hai mặt là mặt trụ hoặc mặt nón, hoặc một mặt là trụ, mặt 
kia là nón, trong một sô trường hợp cần chọn các mặt phẳng phụ trợ 
sao cho chúng cắt cả hai mặt theo những đường thẳng là đường sinh 
của các mặt đó. Giao điểm của đường sinh mặt này với đường sinh 
mặt kia thuộc giao tuyên. 

Trên hình 394 cho ví dụ về chọn các mặt phẳng cắt trong trường 
hợp giao tuyên của một mặt trụ với mặt trụ khác. «Mẫu» của các mặt 
phăng này là mặt phẳng P, «mặt phằng hướng song song» xác định 
bởi hai đường thẳng cắt nhau LM⁄ và LN tương ứng song song với 
đường sinh của hai trụ. Đó là mặt phẳng thường; do đó, trong trường 
hợp đã cho, các mặt phẳng cắt phụ trợ cũng là mặt phẳng thường. Chỉ 
cần cho vêt bằng của các mặt phẳng như vậy bằng cách kẻ chúng song 
song với ?„: ta đã biêt hướng của các đường thăng giao tuyên của 
các mặt phằng đó với cả hai mặt trụ — chúng song song với các đường 
sinh. Ví dụ, vêt P„//P, cắt mỗi đường chuẩn của các trụ đã cho 
ở hai điềm, điều này cho khả năng xác định các đường sinh của chúng. 
Các đường sinh này cắt nhau ở bôn điểm thuộc giao tuyên cần tìm. 
Cách vẽ được thực hiện với giả thiệt một trụ xuyên qua trụ kia tạo 
thành hai lỗ trên mặt trụ này. 

Hiện nhiên, trong cách vẽ như vậy có thể chọn đường sinh này 
hay đường sinh khác của một trụ, vạch vêt của mặt phẳng phụ trợ qua 
vêt của đường sinh này như đã làm với vêt P,„ và nghiên cứu xem 
mặt phẳng này có cho các giao điêm với các đường sinh của trụ kia 
hay không. 

Tương tự người ta dựng mẫu các mặt phẳng cắt phụ trợ trong 
trường hợp giao tuyên của trụ cắt bằng lăng trụ và ngược lại. 

Trên hình 395 vẽ giao tuyên của trụ với chóp. Đề chọn các mặt 
phẳng sẽ cắt không những các mặt của chóp theo các đường thằng mà 
cắt cả mặt trụ theo các đường sinh, ta vạch đường thắng SA⁄ song 
song với đường sinh của trụ và đi qua đỉnh chóp. Hiên nhiên, nêu thay 
cho chóp, ta chọn nón thì cũng làm như vậy: vạch qua đỉnh nón đường 
thắng song song với đường sinh của mặt trụ. Các vêt bằng của các mặt 
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HỈNH 394 


phẳng cắt phụ trợ phải đi qua điểm 0m, điều này sẽ tương ứng với việc 
vạch các mặt phăng đi qua đường thăng SÄ⁄. Các vêt bằng của các mặt 
phẳng cắt các vêt bằng của các mặt bên của trụ và chóp ở các điểm mà 
các hình chiêu bằng của các giao tuyên của các mặt phằng phụ trợ với 
các mặt đã cho sẽ đi qua. Ví dụ, vêt 7j cắt các hình chiêu bằng của 
các cạnh đáy chóp ở các điểm đ và e, điều này tương ứng với giao 
tuyên của các mặt SBC và S4C với mặt phẳng 7 theo các đường 
thắng S$D và SE. Nhưng cũng mặt phẳng 7 này cắt mặt trụ theo 
đường sinh với điêm xuât phát 7, 7. Giao của đường sinh này với các 
đường thẳng 3D và SE cho các điểm ở, 8“ và 9, 2 thuộc giao tuyên. 
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HÌNH 395, 


Đường này — ở trên mặt trụ, vì trong trường hợp đã cho hình chóp 
xuyên trụ, chui ra qua đáy trên của trụ, tạo trên đó một lỗ hình tam 
giác. 

Các đường cong trên mặt trụ đã cho là các cung elip, vì là giao của 
mặt trụ với các mặt phẳng — là các mặt của chóp. Cần bắt đầu vẽ giao 
tuyên bằng cách tìm các giao điểm các cạnh của chóp với mặt trụ. 

___ Trên hình 396 vẽ giao tuyên được tạo trên mặt nón (có đỉnh Š) khi 
DỊ Xuyên qua không hoàn toàn bởi nón đỉnh 7. | 
Đê tìm các điểm của giao tuyên, ta dùng các mặt phẳng thường, 
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mỗi mặt phẳng đều phải đi qua các đỉnh của cả hai nón. 

Bước đầu qua đỉnh Š và 7 ta vạch đường thẳng. Các mặt phẳng 
đi qua đường thẳng S7 cắt các mặt nón theo các đường sinh. 

Các mặt phẳng này tạo nên một chùm có trục là đường thằng `. 
Sau khi vẽ vêt bằng của đường thẳng này, ta được điểm z; các vềt 
bằng của các mặt phẳng yêu cầu phải đi qua điểm này, ví dụ vêt ?¿, 
Vêt P„ cắt vòng tròn đáy nón đỉnh Š ở các điểm a và b, theo đó có 
thê tìm các hình chiêu bằng của các đường sinh ,S4 và ,$ð trên mặt của 
nón này. Sau đó ta tìm các hình chiêu đứng của các đường sinh đó — 
sa và ýb. 

Ta thây phương pháp tương tự trên hình 282, trên đó xét ” 
tuyên của một chóp cắt bởi chóp kia. 

Nhưng vêt bằng P, trong trường hợp đã cho không cho diêg 
xác định các đường sinh của nón đỉnh 7 mà thuộc mặt phẳng ?; vì 
vậy, ta tìm vêt cạnh P„ cắt giao của mặt nón với mặt phẳng W ở các 
điểm c“ và đ“. Sau khi vẽ hình chiêu bằng và hình chiêu cạnh của các 
điểm C và D, ta vẽ các đường sinh của nón đỉnh 7: C7 và DT (c#, cf 
và #/ứ, đ?). Các đường sinh thu được cắt nhau ở các điểm thuộc giao 
tuyên cần tìm. 

Qua S7 vạch một sô mặt phẳng phụ trợ, ta có thể vẽ một loạt 
điệm của giao tuyên cần tìm và vẽ đường cong ởi qua chúng. 

So sánh cách vẽ trên hình 396 với cách vẽ trên hình 394 và 395, ta 
thây rằng trong các cách dựng hình này chỉ cần vêt bằng của các mặt 
phẳng, còn trường hợp trên hình 396 cần vẽ thêm vêt cạnh. Điều này 
được giải thích ở chỗ các đáy của các vật thê được xét trên hình 394 và 
395 nằm trong mặt phằng 7J, còn trên hình 396 chỉ có một trong hai 
nón là tựa trên mặt phẳng #/. Vì vậy, khi đáy của các vật thê ở trong 
các mặt phẳng hình chiêu khác nhau (hình 397), cần sử dụng những 
vêt tương ứng của các mặt phằng cắt. Nêu, như trên hình 396, mặt của 
một trong các nón không gặp mặt phẳng hình chiêu thì ta kéo dài mặt 
đó tới mặt phẳng hình chiêu này, nghĩa là vẽ vêt của mặt. 

Cách vạch các mặt phằng cắt đi qua đường thẳng chứa hai đỉnh 
nón, hiên nhiên, là áp đụng được cho trường hợp giao tuyên của nón 
VỚI chóp. 

Trên hình 396 chỉ cách áp dụng không những các mặt phẳng 
thường, ví dụ mặt phẳng P, mà cả những mặt phằng ở vị trí đặc biệt 
để tìm một sô điêm. Ví dụ như mặt phẳng vạch qua điểm 7 song song 
với H (vêt QO,) cắt nón theo các đường sinh 7 và 7¡ và cắt nón 
đỉnh Š theo vòng tròn FF,. Giao của hình chiêu bằng của vòng tròn 
với e cho các hình chiêu bằng Š và ó, sau đó ta tìm các hình chiêu 5“, 
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và 5“, 6”. Vạch mặt phẳng cạnh qua #Š, ta tìm các điểm có hình chiêu 7, 

7" và 0. d, ở. 

62. Ứng dụng các mặt phẳng cắt phụ trợ song song với các mặt 
phẳng hình chiêu 


Trong mục trước, trên hình 396 chỉ cách ứng dụng các mặt phẳng 
cắt phụ trợ: một mặt song song với mặt phẳng #ƒ và mặt kia song song 
với mặt phẳng W⁄. Nhưng ở đó đóng vai trò chính với tính chât là các 
mặt phẳng phụ trợ thường là chùm mặt phẳng có đườngthẳng chung 
S7. Bây giờ chúng ta xét một sô ví dụ, khi chỉ ứng dụn# những mặt 
phẳng song song với các mặt phẳng hình chiêu mà hoàn toàn giải 
quyêt được vân đề tìm các điêm của giao tuyên cần tìm. Điều này xảy 
ra trong các trường hợp khi những mặt phẳng như vậy cắt các mặt 
tham gia vào việc vẽ theo các đường thẳng hay vòng tròn. 

Trên hình 398, nón cụt có trục vuông góc với mặt phẳng W xuyên 
qua nửa hình cầu, tạo trên mặt cầu đường cong khép kín. Trong 
trường hợp này, các điểm của giao tuyên tìm được nhờ các mặt phẳng 
song song với mặt phẳng Wƒ và vuông góc với trục nón. Các mặt phẳng 
P và P, cắt mặt bán cầu theo các vòng tròn có bán kính ø“a và 
o¿a Và cát mặt nón theo các vòng tròn: có bán kính £ð“ và 
cb,. Sau khi vẽ trên mặt phẳng W các vòng tròn nói trên, ta tìm 
hình chiêu cạnh của các điểm thuộc giao tuyên cần tìm. C' giao điểm 
của các vòng tròn thu được nhờ mặt phẳng P, ta ghi các điểm 7“ và 2⁄; 
các hình chiêu đứng và chiêu bằng của các điềm này nằm trên các vêt 
P, và P„ Như vậy tìm được các điểm Ở, 3“ và 4, 4 nhờ mặt phẳng 
P.. | | 
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Vì trục của nón song song với mặt phẳng ;/, nên vạch qua trục 
này mặt phẳng Q sohg song với mặt phẳng ;, ta cắt mặt nón theo các 
đường sinh và cắt mặt bán cầu theo vòng tròn; sau khi vẽ hình chiêu 
của vòng tròn lên mặt phẳng ”, ta tìm các giao điểm 5 và 6 của hình 
chiêu đó với các đường sinh tương ứng của nón. 

Trong ví dụ đã cho, vị trí các điểm 7, 7 và đ, đ là hiển nhiên. Các 
điểm này và cả các điểm 5, 5“ và ð, ố“ thuộc sô các điểm đặc trưng; cách 
vẽ điểm 6 được chỉ ra đưới dạng phóng to, ở đó các hình chiêu đường 
sinh của nón và đường cong giao tuyên tiệp xúc nhau. 

Trên hình 399 cho ví dụ khi các điểm của giao tuyên hai mặt tìm 
được nhờ các mặt phẳng cắt song song với mặt phẳng 7; và trong một 
trường hợp (điểm Ö) song song với mặt phẳng W, ỚỞ đầy nói về 
đường chuyển thì thích hợp hơn (xem lời chú giải ở cuôi mục 60), vì 
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chỉ tiêt được biểu diễn ! (nắp vòng bi) do đúc mà có, và ở chỗ mà mặt 
nón chập với mặt cầu không có giao tuyên được thê hiện rõ ràng. 
Nhưng trên hình 399 vẽ giao tuyên được thực hiện vì ta xết các dạng 
hình học là cơ sở của các dạng kỹ thuật. 

Bước vẽ được chỉ rõ trên hình vẽ. Đề vẽ các hình chiêu của điểm 
B là điểm có ý nghĩa đề xác định chuyên tiêp giữa các hình chiêu của 
đường sinh của nón và của giao tuyên trên mặt phẳng JW (điềm ð“), ta 
chọn mặt phẳng cạnh đi qua trục của nón. Mặt cầu bị cắt theo vòng 
tròn bán kính &, = 2. Trước tiên tìm hình chiêu “, sau đó tìm 
và ø. Điêm Ö cũng như điểm 4 và C là điêm đặc trưng?2. 


CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 60——62 


1. Phương pháp chung để vẽ giao tuyên của một mặt với mặt khác như thê nào? 

2. Nêu ít ra một trong hai mặt cong cắt nhau là mặt kẻ, có thể vẽ ø1ao tuyên theo 
Các giao điểm các đường sinh của mặt kẻ đó với mặt kia được không? 

3. Trong giao tuyên của một mặt với mặt khác xuyên qua và xuyên không hoàn 
toàn khác nhau thê nào? 


! Để tiêt kiệm chỗ, hình chính diện và hình nhìn từ trên xuông không vẽ đầy đủ. 
? Về hình chiêu của giao tuyên mặt cầu với mặt nón xem mục 65. 
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4. Hình chiêu của giao tuyền nằm trong giới hạn phần nào của các hình chiêu của 
các mặt cắt nhau? 

5. Những điểm nào của giao tuyên của hai mặt gọi là điểm «đặc trưng»? 

6. Trong các trường hợp giao Luyên của các trụ, nón, lăng trụ, chóp, có những chỉ 
dẫn øì về việc chọn những mặt phẳng cắt phụ trợ? 

7. Trong các trường hợp nào đẻ vẽ p1aO tuyên của hai mặt, nên ứng. dụng: các mặt 
phẳng cắt phụ trợ song song với các mặt phẳng hình chiêu? 


63. Một vài trường hợp đặc biệt của giao của các mặt 


I. Trên hình 400 vẽ các mặt cắt nhau: 

a) hai trụ có đường sinh song song, 

b) hai nón cùng đỉnh. 

Trong cả hai trường hợp, giao tuyên là các đường sinh chung của 
các mặt đó. 


Giả thiêt cần vẽ hình chiêu của đường thẳng đi qua điểm Z thuộc trục chiêu và 
nghiêng một góc ơ đôi với mặt phẳng #J,nghiêng một góc B đôi với mặt phẳng V. Ta biêt 
rằng với đường thằng thường ơ + B < 90° (xem mục 13). 

Quï tích các đường thẳng đi qua một điểm đã cho và tạo với mặt phẳng Ö góc ơ là 
mặt nón tròn xoay có đỉnh ở điểm đó và các đường sinh tạo với mặt phẳng #7 một góc d. 

Cũng vậy, quï tích các đường thẳng đi qua một điểm đã cho và tạo với mặt phẳng 
Ự góc B là mặt nón tròn xoay có đỉnh ở điểm đã cho và các đường sinh tạo với mặt 
phẳng Wƒ một góc ÿ. 

Hiển nhiên, đường thẳng cần tìm phải đồng thời thuộc cả hai mặt nón có đỉnh 





chúng. Ta được tám tỉa xuât phát từ điêm 8 thỏa mãn các điều kiện đặt ra (bôn đường 
thẳng). 

Trên hình 401 thực hiện việc vẽ một trong các tia đó. Nón thứ nhât được xác định 
bởi đường sinh B4, và trục vuông góc với mặt phẳng #ï, nón thứ hai được xác định 


L 


cœ 





(a) 


HÌNH 400, 
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bởi đường sinh Z4; và trục vuông góc với mặt phẳng V. Đẻ vẽ đường thẳng cần tìm, 
hiện mới chỉ có một điểm 8— đỉnh chung của hai nón. Ta tìm điểm thứ hai— điểm K—— 
chung cho các mặt nón, nhờ mặt cầu tâm ở điểm Ö (xem tiêp sau, hình 415). 

Vẽ đường sinh của mặt kẻ gọi là trụ với ba đường chuẩn (về mặt này xem mục 50, 
đoạn b, điểm 2.2) là một ví dụ khác khi trong quá trình dựng hình nào đó sử dụng tính 
chât cắt nhau của hai mặt nón cùng đỉnh theo các đường thẳng là đường sinh chung của 
chúng. Giả thiêt (hình 402) trong sô các đường chuẩn có một đường thẳng 4ð và hai 
đường cong. Nêu lây điểm K trên đường thằng chuẩn và chọn nó làm đỉnh chung của 
các mặt nón phụ trợ nhận hai đường cong đã cho làm đường chuẩn, thì đường thẳng 
giao tuyên của các mặt nón đó đi qua đỉnh của chúng sẽ cắt các đường chuẩn của hai 
nón, đó là đường sinh thẳng của trụ có ba đường chuẩn. Rõ ràng cần lầy một loạt điểm 
thuộc đường thăng đã cho và với mỗi điểm thực hiện cách vẽ đã chỉ, như vậy sẽ cho một 
loạt đường sinh của trụ có ba đường chuẩn. 

Nêu với mặt này cả ba đường chuẩn là đường cong thì phương pháp vẽ cũng như 
vậy: các điểm cùng làm đỉnh các mặt nón phụ trợ được chọn trên một trong các đường 
cong đã cho. 


2. Trong tương giao của các mặt bậc hai tròn xoay trong một sô 
trường hợp, giao tuyên suy biên thành hai đường bậc hai phẳng. Điều 
này xảy ra trong các trường hợp khi cả hai mặt tròn xoay cắt nhau (trụ 
và nón, hai nón, elipxôit và nón v.v...) đều ngoại tiêp một mặt cầu 
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chung. Trong các ví dụ nêu trên hình 403, trong ba trường hợp đầu, 
giao tuyên gồm hai elip, trường hợp thứ tư — gồm elip và parabôn, 
còn trường hợp thứ năm gồm elip và hypecbôn. 

Trên hình 404 vẽ hai trụ có đường kính bằng nhau và trục cắt 
nhau. Từ giao điểm của các trục có thê lập mặt cầu nội tiêp trong cả 
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` 


hai trụ. Cả hai mặt cắt nhau theo đường cong gồm hai elip. Trên hình 
404 bên phải cũng vẽ hai trụ đường kính bằng nhau, nhưng trục của 
chúng lần này không cắt nhau dưới một góc vuông. Giao tuyên gồm 
phần nửa của hai elip. | 

Đường cong giao tuyên của các mặt biểu diễn trên hình 403 và 404 
được chiêu lên mặt phẳng hình chiêu đứng dưới dạng các đoạn thăng, 
vì mặt phẳng đôi xứng chung cho mỗi cặp mặt được xét song song với 
mặt phẳng E. i 

Trong các ví dụ được xét có sự lưỡng tiêp của hai mặt bậc hai cắt nhau, nghĩa là 
ở các mặt này tồn tại hai tiệp điểm, do đó tổn tại hai mặt phẳng, mỗi mặt phẳng tiêp xúc 
cả hai mặt ở điểm chung của chúng. Ta hãy nêu ra mà không chứng minh ' hai mệnh đề 
sau đây, là cơ sở cho cách vẽ chỉ ra ở trên đây: 

1) Hai mặt bậc hai lưỡng tiêp cắt nhau theo hai dường cong bậc hai, thêm vào đó, mặt 
phẳng của các đường cong này dì qua đường thẳng xác định bởi các tiêp điểm. 

2) Hai mặt bậc hai ngoại tiêp mặt bậc hai thứ" ba (hoặc nội tiềp trong đó ”) cắt nhau 
theo hai dường cong bậc hai. 

Mệnh đề thứ hai có tên gọi là định ý Mông/ơ suy từ mệnh đề thứ nhât. 

Trên cơ sở điều đã trình bày có thể tìm mặt cắt tròn của nón eliptic và trụ eliptic 
(xem mục 50). Ví dụ được cho trên hình 405. Lây một mặt cầu sao cho nó lưỡng tiêp với 
mặt nón eliptic. Giao của mặt cầu và mặt nón cho hai đường cong phẳng— các vòng 
tròn thuộc các mặt phằng chiêu cạnh 7 và Ó (có vẽ vêt cạnh của các mặt phẳng đó). Các 
mặt phẳng song song với các mặt phẳng 7 và Q cho hai hệ mặt cắt tròn của nón eliptic. 


3. Các mặt tròn xoay cùng trục cắt nhau theo các đường tròn. Trên 
- hình 406 cho ba ví dụ: a) trụ và nón; b) elipxôit đẹt và nón cụt; c) hai 
! Xem trong giáo trình hình học giải tích. 

# Vị dụ, hai elipxôit tròn xoay đẹt nội tiêp mặt cầu. 
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HÌNH 406. 


mặt cầu. Trong tât cả các ví dụ này chỉ cho-hình chiêu đứng, thêm vào 
đó trục chung của các mặt được đặt song song với mặt phằng V. Vì 
vậy, các vòng tròn giao tuyên của một mặt với mặt khác được chiều 
lên ƒ dưới dạng các đoạn thẳng. 

Có thê lây đường kính bât kỳ của mặt cầu làm trục. Vì vậy, các mặt 
cầu cắt nhau được coi như những mặt cầu tròn xoay cùng trục. Trên 
hình 407, có thê coi là mặt cùng trục các mặt trụ và mặt cầu, mặt nón 
và mặt cầu, một mặt tròn xoay và rnặt cầu. Các trục của trụ, nón và 
mặt tròn xoay đi qua tâm của các mặt cầu. Giao tuyên gồm các vòng 
tròn. 


Trên hình 408 cho những ví dụ biểu diễn các mặt tròn xoay cùng 
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HÌNH 408 


trục và các lỗ khoan cùng một đường kính lây trong thực hành vẽ kỹ 
thuật cơ khí. Các mặt ký hiệu bằng các chữ: X— xuyên tròn, W—— nón, 
T—trụ, C— mặt cầu; các giao tuyên ký hiệu bằng các chữ: ƒ—vòng 
tròn, E—elip. Các đường này chiêu thành các đoạn thẳng, vì các trục 
của các mặt song song với mặt phẳng hình chiều (trong trường hợp đã 
cho là mặt phẳng Vì). 


64. Ứng dụng các mặt cầu cắt phụ trợ 


Giao của các mặt tròn xoay với mặt cầu trong mục 63 là cơ sở ứng 
dụng các mặt cầu làm mặt phụ trợ khi vẽ giao tuyên của hai mặt. 

Trên hình 409 cho hai mặt tròn xoay có trục cắt nhau, do đó có 
chung mặt phẳng đôi xứng song song với mặt phẳng ƑV. Từ giao điểm 
của các trục có thể vạch hàng loạt mặt cầu. Giả thiêt trên hình 409 vẽ 
mặt cầu ký hiệu C7. Mặt cầu này cắt mỗi mặt theo các vòng tròn; ø1ao 
của các vòng tròn cho các điệm chung cho cả hai mặt, do đó thuộc giao 
tuyên. Như chỉ rõ trên hình vẽ, dựng hình hoàn toàn được đơn giản 
hóa do mặt phẳng đôi xứng chung cho cả hai mặt đã cho song song với 
mặt phằng hình chiêu (trong trường hợp đã cho, đó là mặt phẳng !): 
các vòng tròn, theo đó mặt cầu đồng thời cắt cả hai mặt, chiêu lên mặt 
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phẳng /ƒ dưới dạng các đoạn thăng. Ngoài ra, hình chiêu của ø1aO 
tuyên được dựng không cần các hình chiều khác của các mặt. 

Dĩ nhiên ta vạch một sô mặt cầu để có đủ sô điểm để vẽ hình chiêu 
của giao tuyên cần tìm. Trên hình 409 vẽ một mặt cầu nữa — C2; mặt 
cầu này chỉ tiêp xúc mặt có đường sinh cong và cho điểm Z/ trên hình 
chiêu được xét; đây là điểm «cuôi cùng» cho hình chiêu đứng: các mặt 
cầu có đường kính nhỏ hơn sẽ không cho các điểm của giao tuyên cần 
tim. 

Bây giờ chỉ còn phải vạch qua các điểm 2, 7, 2, ¡ ¡ Và 
đường cong—— hình chiêu đứng của đường nôi tiêp của cả hai mặt (coi 
chúng như một thể thông nhât). 

Ta thây rõ, toàn bộ dựng hình được thực hiện chỉ trên một hình 
chiêu. 

Như vậy, nêu cần vẽ giao tuyên của hai mặt tròn xoay, có trục cắt 
nhau, có thể dùng các mặt cắt phụ trợ là các mặt cầu có tâm ở giao 
điểm các trục của hai mặt. 

Trên hình 410 cho ví dụ khác về áp dụng các mặt cầu trong việc vẽ 
giao tuyên tương tự như trên hình 409. Lần này chỉ một trong hai mặt 
là mặt tròn xoay, còn mặt thứ hai là nón nghiêng đáy tròn (xem mục 
50); nó có hàng loạt mặt cắt tròn song song với nhau. 

Mỗi tiêt diện tròn như vậy có thể coi là vĩ tuyên của mặt cầu có tâm 
được chọn trên trục mặt trụ. Ví dụ, chọn vi tuyên tâm ở O, (hình 
chiêu ø¡), qua Ø, hạ đường vuông góc với mặt phẳng của vĩ 
tuyên cho tới khi cắt trục của trụ. Điểm C, (hình chiêu c¡ được 
lây làm tâm của mặt cầu cắt mỗi mặt theo các vòng tròn — cắt mặt nón 





HÌ : 
'NH 40p, HÌNH 410. 
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theo vĩ tuyên đã chọn có tâm Ó;; cắt mặt trụ theo vòng tròn thu 
được do mặt trụ xuyên vào mặt cầu. Kêt quả, trên hình chiêu được xét 
(chiêu đứng) được điểm 7“ thuộc hình chiêu của giao tuyên cần tìm. 
Tương tự, có thể tìm tâm CC; (hình chiêu c;¿) để vạch mặt cầu 
theo vĩ tuyên đã chọn có tâm ở điểm O, (hình chiêu ø;). Cách 
vẽ tiêp được chỉ rõ trên hình vẽ. 

' Như vậy, có thể ứng dụng mặt cầu phụ trợ' với cả những trường 
hợ'p giao tuyên của mặt tròn xoay với mặt có các tiềt diện tròn song song 
với nhau, tâm của các tiềt điện nằm trên một đường thẳng cắt trục của 
mặt tròn xoay. 

Trên hình 411 chỉ cách vẽ đường nôi tiêp mặt trụ tròn xoay và mặt 
cầu (đường sinh 4ð của trụ tiêp xúc mặt cầu ở điểm 8). Các mặt này 
có mặt phẳng đôi xửng chung song song với mặt phẳng Ƒ. Tâm của . 
một mặt cầu phụ trợ C7 được chọn ở điểm có hình chiêu đứng 
c. Bán kính của mặt cầu này được chọn bằng đoạn thăng 
c(1¡ (trong trường hợp đã cho, đó là bán kính nhỏ nhât đôi 
với các mặt cầu phụ trợ); nó là bán kính của vòng tròn tiêp xúc của 
mặt cầu phụ trợ C7 với mặt trụ. Mặt cầu này cắt mặt cầu đã cho có 
bản kính ® theo vòng tròn có đường kính ¡;1;. Giao của các 
đường thắng /;J, và c¿¿ cho điểm /— một trong 
những điểm thuộc hình chiêu của đường nôi tiêp các mặt trụ và mặt 
cầu. 

Mặt cầu phụ trợ thứ hai (C2) được vạch từ điểm cũng lây trên trục 
của trụ (hình chiều €3). Mặt cầu này cho điểm Z2. 

Sau khi được thêm một sô điểm giữa các điểm giới hạn ở và c', ta 
có thể vẽ hình chiêu đứng của đường cần tìm. Đường thẳng 
/;l, tiêp tuyên với đường cong J2 ở điểm 7 thu được 
nhờ mặt cầu phụ trợ «giới hạn» (nội tiêp trụ). 

Trên hình 412 vẽ giao của hai nón tròn xoay. Hai trục của chúng 
cắt nhau và tạo nên mặt phẳng đôi xứng chung của hai nón đó song 
song với mặt phẳng ƒ. 

Trong trường hợp đã cho đã ứng dụng những mặt cầu phụ trợ 
vạch từ cùng một tâm — giao điểm Ó của hai trục nón. Như vậy, muôn 
tìm điểm 7“, ta vạch mặt cầu bán kính z. 

Các điểm e¡ và e; trên hình chiêu đứng, ở vị trí gần nhât 
đôi với trục của nón có trục thắng đứng, được xác định nhờ các mặt 
_ cầu nội tiêp nón đó 1, 


1 Giao tuyên của hải mặt bậc hai có chung mặt phẳng đôi xứng được chiêu lên mặt 


phẳng song song với mặt phẳng đôi xứng đưới dạng đường cong bậc hai. Trong trưởng 
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HÌNH 42. 


b Trên hình chiêu bằng, các điêm /; và ƒ; tách phần thây và phần 
hong Của giao tuyên được xác định nhờ mặt phẳng 7 đi qua trục nón. 
le là ví dụ áp dụng cùng trong một dựng hình hai phương 
——=" 7 Z ~ : “ ` 
Pháp ` Phương pháp các mặt phẳng cắt phụ trợ và phương pháp các 
"ạt câu cắt phụ trợ. 
TƯ GÏAINb 
Œn đã ; 8 ; F ` 
Hình —— có hypecbôn. Các điểm e¡ và ø¿ là các đỉnh của nó. Trên hình 41]. 
chiều đứng của đường nôi tiếp các mặt là parabôn (xem mục 65). 
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Trên hình 413 vẽ nôi tiêp các mặt của hai vật thể tròn xoay mặt 
nón và mặt có đường sinh cong. Các mặt cầu phụ trợ được sử dụng 
_ ở đây. Thoạt đầu xác định hình chiêu của các điệm trên mặt phẳng 
ƒ và sau đó trên mặt phẳng H. Vi dụ, điểm 5 trên mặt phăng H được 
xác định trên cung vòng tròn vạch từ điểm ø với bản kính 04 = da; 
điểm ó thu được trên-cung có bán kính øa= ø¡ø. Điểm cỏ 
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hình chiêu Z và 4 tìm được nhờ mặt cầu nội tiệp trong mặt tròn xoay 
cỏ đường sinh cong. 

Các điểm trên mặt phẳng W bằng cách vẽ thông thườ ng hình chiêu 
thứ ba theo hai hình chiêu được xác định trên các mặt phẳng V và H. 
Để tiêt kiệm chỗ, trên hình 413 cả ba hình chiêu không vẽ đầy đủ. 

Ví dụ nêu trên hình 414 cho phép xác lập tính ưu việt của phương 
pháp các mặt cầu phụ trợ so với các phương pháp khác đôi với 
trường hợp đã cho. Yêu cầu dựng hình chiêu của đường nôi tiêp mặt 
nón tròn xoay với xuyên mở (trên hình 414 biểu diễn nửa hình xuyên). 
Bên phần trái của hình vẽ chỉ cách ứng dụng các mặt phẳng cắt phụ trợ 
song song với trục của nón. Các mặt phẳng này cắt mặt nón theo các 
hypecbôn phải vẽ theo điểm, còn cắt mặt xuyên theo các nửa vòng tròn 
có bán kính ø¿z và ø¡ứi. Ví dụ, sau khi vẽ trên hình chiêu đứng 
hypecbỗn — giao tuyên của mặt nón với mặt phẳng P, ta vẽ cung tròn 
bán kính ø, = o¿a và tìm các điểm kˆ và z⁄ trên hình chiêu 
đứng, rồi tìm các hình chiêu bằng tương ứng k và ứ. 

Cần phải vẽ một loạt các hypecbôn, điều này làm phức tạp cách 
giải và giảm độ chính xác. Dùng các mặt phằng vuông góc với trục nón 
cũng không thuận tiện, vì các mặt phẳng này, với vị trí của xuyên chỉ 
trên hình 414, sẽ cắt xuyên theo một đường cong nào đó; để vẽ mỗi 
đường cong này cần tìm một loạt điểm (xem mục 58). Cũng vậy, các 
mặt phằng đi qua đỉnh nón sẽ cắt mặt xuyên theo những đường cong 
phải vẽ theo điểm. 

Nêu dùng các mặt cầu phụ trợ với tâm phải ở trên trục nón, thì 
cách vẽ được đơn giản và chính xác hóa. Cần chọn các mặt cầu sao 
cho chúng cắt xuyên theo các vòng tròn. Có thê làm việc đó như sau: 

Lây mặt phẳng P, đi qua trục xuyên và vuông góc với mặt phẳng 
V. Nó sẽ cắt xuyên theo vòng tròn bán kính /e, với tâm ở điểm 7; 
trên mặt phẳng ƒ, vòng tròn này chiêu dưới dạng đoạn thẳng. Tâm 
của các mặt cầu có thê vạch qua vòng tròn này nằm ở đâu? Rõ ràng 
chúng nằm trên đường thẳng đi qua tâm của vòng tròn 7 và vuông góc 
với mặt phẳng P,. Trên hình chiêu đứng, đường thẳng này được 
biểu diễn bởi đường ïc, vuông góc với P, (và do đó, tiêp xúc với 
vòng tròn trục của xuyên được biểu diễn trên hình vẽ bằng đường 
châm - gạch). 

Như vậy, ta phải vạch mặt cầu có tâm, thứ nhât, nằm trên trục 
nón; thứ hai, nằm trên đường thẳng Icạ. Tầm C như vậy hoàn 
toàn được xác định bởi hai đường thắng đó, và ta có thê lập mặt cầu 
tầm c, bán kính e ;; trên mặt phẳng W vẽ một phần hình chiêu 
Của mặt cầu — đó là một cung tròn. Cao của mặt cầu với mặt nón ta 
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HÌNH 414. 


được vòng tròn chiêu xuông thành đoạn thằng đi qua điểm ở,:; mặt 
cầu cắt mặt xuyên theo vòng tròn nói trên, vòng tròn này chiêu thành 
đoạn thằng thuộc vêt P„ Giao của các đường thẳng này cho điểm 
#— hình chiêu của một trong các điểm của đường cần tìm. 

Tương tự, nhờ mặt phẳng P; và các điềm 2, c;, b„, ¿; ta 
tìm được điểm ø. Đề vẽ hình chiêu bằng của các điểm đó có thể dùng 
các vĩ tuyên của mặt nón, như đã chỉ rõ đôi với các điểm 7 và ñø. 

Có thê hình dung rằng các đường thẳng c,/ và c2 là các trục 
của những trụ nào đó có tiêt diện pháp tuyên trùng với tiêt diện pháp 
tuyên của xuyên. Nêu lây các điểm ¡ và 2 rât gần nhau và hình dung 
rằng các điểm như vậy rât nhiều, do đó rât nhiều trục vạch qua các 
điệm đó, và có nhiều trụ, thì mặt xuyên thành ra được thay bằng các 
mặt trụ đặt nôi tiêp nhau. Vì vậy, bài toán dẫn đên việc tìm các điểm 
chung cho mặt nón và mặt của mỗi «trụ tức thời» như vậy !. Các trục 
của các «trụ tức thời» cắt trục nón ở những điểm dùng làm tâm các 
mặt cầu phụ trợ cắt nón và «trụ tức thời» theo các vòng tròn; hình 
chiêu của các vòng tròn đó lên mặt phẳng ƒ là những đoạn thẳng. Các 


-_ Chúng tôi dùng từ «trụ tức thời› để nhần mạnh việc thay mặt xuyên bằng một sô 
rầt lớn các phần tử trụ. Thực tệ chỉ cần làm một vài dựng hình như vậy. 
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HÌNH 4l5. 


vòng tròn, theo đó các mặt cầu phụ trợ cắt các «trụ tức thời» là những 
tiêt diện pháp tuyên của xuyên, từ đó bắt đầu việc dựng hình. 

Trên hình 415 vẽ một phần của hai nón tròn xoay có chung đỉnh Š và 
chỉ cách vẽ đường sinh giao tuyên của hai mặt nón ở phần được biểu 
diễn của chúng. Ta biêt một điểm của đường sinh cần tìm: đó là đỉnh 
$. Muôn tìm điểm thứ hai, sử dụng mặt cầu phụ trợ tâm ở điểm sS. 
Mặt cầu cắt một trong các mặt nón theo cung tròn có bán kính bằng o7 
hay øƑ. Mặt cầu cắt mặt thứ hai theo cung tròn có bán kính bằng 
0ñ hay ø,l. Các hình chiều đứng của các cung này cắt 
nhau ở điểm z, còn các hình chiêu bằng cắt nhau ở điểm z; các điểm 
và m là hình chiêu của điểm ⁄4— điểm thứ hai của đường sinh cần 
tìm, 

Cách vẽ như vậy được thực hiện trên hình 401. 


6Š. Chiêu giao tuyên của hai mặt bậc hai tròn xoay lên mặt phẳng 
song song với mặt phẳng đôi xứng chung của chúng 


Như ta đã biêt, giao tuyên của hai mặt bậc hai là đường cong 
nh bậc bôn được gọi là đường trùng phương ghênh. Nêu hai mặt 
hai có chung mặt phẳng đôi xứng, thì đường cong øiao tuyên của 


phề 
bậc 
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HINH 4l6. 


các mặt đó chiêu lên mặt phẳng đôi xứng hoặc mặt phẳng song song 
với mặt phẳng đôi xứng chung dưới dạng đường cong bậc hai ơ. Một 
cách tông hợp đã chứng minh được là tồn tại hai chùm các mặt phẳng 
song song cắt các mặt bậc hai đó theo những đường cong vị tự bậc 
hai. Vêt của các mặt phẳng này trên mặt phẳng đôi xứng chung cho ta 
chiều tiệm cận của đường cong ơ. Còn nêu các đường cong ø1ao tuyên 
không chỉ vị tự mà có cả tâm chung thì các vêt của các mặt phẳng giao 
nhau trên mặt phẳng đôi xứng chung cho ta các đường tiệm cận 
đường cong ơ. Nều các vêt này thực đường cong ơ là hypecbôn; 
nêu các vêt là ảo liên hợp —đường là elip; trong trường hợp các vêt 
trùng nhau ta được parabôn. 

Từ những suy luận trên có thê dễ dàng dẫn ra các mệnh đề sau: 

Định lý: 

1. Giao tuyên của hai mặt tròn xoay bậc hai có trục song song hoặc 
nêu một trong chúng là mặt cầu chiêu lên mặt phẳng của các trục theo 
parabôn có trục vuông góc với các trục xoay. 

2. Giao tuyên của hai mặt tròn xoay bậc hai có trục giao nhau chiêu 
lên mặt phằng các trục theo hypecbôn trong trường hợp tông quát, và 
theo elip khi một và chỉ một trong các mặt là elipxôit dẹt. 

Trên hình 416 cho! hình chiêu đứng của hai trụ tròn xoay (77 và 
T2) có đường kính khác nhau. Điểm ø“ là hình chiêu đứng của giao 

: Trong trường hợp này và trong một loạt trường hợp sau để tiêt kiệm chỗ và 
cũng không ảnh hưởng đên sự rõ ràng của hình biểu diễn, chỉ vẽ một phần của 
hình chiêu. cá 
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HÌNH 4l17. 


điêm hai trục của các trụ. Hình chiêu đứng của đường trùng phương 
ghềnh thu được là hypecbôn vuông (một nhánh của nó) có tâm ở điểm 
ø. Đề dựng hình, đã sử dụng những mặt cầu có tâm chung ở giao 
điểm các trục của hai trụ. Mặt cầu (C) nội tiêp trong trụ có đường 
kính lớn hơn cho phép tìm điểm 7— đỉnh của hypecbôn!. Các mặt cầu 
có bán kính lớn cho các điểm khác của hình chiêu của đường cong cần 
tìm (ví dụ, mặt cầu C2, điêm 3); nêu thêm vào đó, bán kính lớn hơn 
đoạn ø⁄2, thì ta thu được các điểm (ví dụ, 4) ở ngoài miền chung của 
các hình chiêu của cả hai trụ. 


Trên hình 416 vẽ các đường tiệm cận của hypecbôn; chúng đi qua ø“ và vuông góc 
với nhau. Các tiệm cận này là chung cho tât cả các hypecbôn thu được trên hình 416, 
nêu như lây, ví dụ, các trụ có trục thắng đứng và có các đường kính khác nhau (74, 75). 
Nêu các trụ có đường kính như nhau (77 và 72), nghĩa là chúng có chung mặt cầu nội 
tiệp (C7), thì hình chiêu đứng của giao tuyên trên hình 416 (xem hình 404 trước đây) là 
hai đường thẳng cắt nhau dưới một góc vuông, vị trí của chúng (ví dụ, ø2,) ứng với 
VỊ trí các tiệm cận. 

Nêu trục của các trụ cắt nhau dưới góc nhọn (hình 417) thì hình chiêu của giao 
tuyên trong cùng các điều kiện, như ở trường hợp được xét trên hình 416, cũng là một 
hypecbôn vuông. Các điểm của hình chiêu này được vẽ theo phương pháp mặt cầu phụ 
trợ; về mặt này, giữa các trường hợp được biểu diễn trên các hình 417 và 416 không có 
sự khác biệt. Chúng ta chỉ lưu ý rằng, điểm 4 thu được nhờ mặt cầu (C1) nội tiềp trong 
trụ lớn không phải là đỉnh của hypecbôn, như ở trên hình 4l6. 


' - Trong trường hợp đã cho và một sô trường hợp khác trong mục này, khi công 
Ni, đẫn đền chỉ dựng một đường cong, các điểm của đường cong này không ký hiệu 
ảng chữ mà bằng chữ sô không có phảy là dầu tượng trưng cho hình chiêu đứng. 
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HÌNH 418, 


Các điều đặc biệt trong dựng hình trên hình 417 như sau. Đề xác định vị trí các tiệm 
cận, ta vẽ hình thoi 5—ố—7—ÿ có cạnh tiêp xúc với một vòng tròn nào đó và song song 
với các đường sinh của trụ. Các đường chéo của hình thoi này cho các hướng tiệm cận. 
Do đó, các tiệm cận vuông góc với nhau và hypecbôn là vuông. 

Vẽ phân giác của góc giữa các tiệm cận ta được trục thật của hypecbôn; đỉnh phải 
ở trên trục này — điểm /. Muôn tìm nó ta thực hiện cách vẽ sau đây: lây một điểm bât kỳ 
của hypecbôn, ví dụ 4, qua điểm này hạ đường vuông góc tới trục ảo của 
hypecbôn và đánh đâu các điểm 9 và 70 là giao điểm của đường vuông góc đó với trục 
ào và đường tiệm cận; tiêp đó vạch cung bán kính 9—-4,, cung này cắt đường vuông 
góc dựng từ điểm 70 tới đường thắng 9—4, ở điểm 77. Đoạn /0—17 biểu thị khoảng 
cách từ ø“ tới 7, nghĩa là tới đỉnh hypecbôn, đó là chiều dài của bán trục thật. 

Giao của các mặt bậc hai tròn xoay biểu diễn trên hình 418 được chiêu lên mặt phẵng 
Ýÿ song song với mặt phẳng đôi xứng chung của chúng đưới dạng hypecbôn (các tiệm 
cận của hypecbôn song song với các đường chéo ï—3 và 2—4 của hình thang có cạnh 
tương ứng song song với đường sinh của các mặt đã cho và tiêp xúc với một vòng tròn 
nào đó). Nhưng trong trường hợp đã cho còn có mặt phẳng đôi xứng vuông góc với 
trục nỏn— là mặt phẳng bằng đi qua trục của trụ. Trên mặt phẳng này, hình chiêu của 
giao tuyên của các mặt được xét phải là đường bậc hai. Ta được đường cong khép kín 
với hai trục đôi xứng vuông góc—eiip. Bán trục lớn của nó øở bằng đoạn ð“5, bán trục 
nhỏ ođ bằng đoạn zố, tức là bằng bán kính của vĩ tuyên của mặt cầu (C7) trên đó có 
điểm 4. 

Hypccbôn thu được trên hình 418 không phải là hypecbôn vuông: các tiệm cận của 
nó tạo thành một góc không bằng 90°. Cũng vậy, trên hình 419, hypecbôn được vẽ như 
hình chiều của giao-tuyên trụ với mặt nón là hypecbôn không vuông. Đây là đặc trưng 
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HÌNH 419. 


cho các trường hợp tương giao của các mặt nón và trụ bậc hai có chung mặt phẳng đôi 
xứng, khi giao tuyên chiêu lên mặt phẳng song song với mặt phẳng đồôi xứng!. 

Trên hình 419 tâm các mặt cầu phụ trợ là điểm Ø mà hình chiêu đứng ø là giao của 
hai trục của các mặt nón và trụ. Mặt cầu nội tiềp nón (C7) cho phép xác định vị trí trục 
thật, tâm và các đỉnh của hypecbôn. Các tiệm cận là các đường chéo của hình thang 
)—6—7—— trên đó các cạnh 5—-6 và 7—ở song song với đường sinh của trụ và tiêp xúc 
vòng tròn (C?). 

Như vậy, trên hình 416 và 417, hình chiêu của giao tuyên là hypecbôn vuông, trong 
khi đó trên hình 4I8 và 419 ta cũng được những hypecbôn, nhưng không vuông. CẢ 
trong trường hợp trên hình 420 ta cũng được hypecbôn không vuông, trên hình này vẽ 
hình chiêu của giao tuyên của hai mặt nón tròn xoay. Ở đây, mặt cầu (C ?) nội tiêp nón 
có góc lớn ở đỉnh cho khả năng thu được vị trí trục thật, tâm và các đỉnh hypecbôn. Các 
đường chéo của tứ giác 4—5—6—7 là các chiều tiệm cận. Các đường thăng vẽ qua tâm 
hypecbôn, song song với các chiều tiệm cận cho ta các tiệm cận của hypecbôn. 

Trường hợp tương tự được biểu diễn trên hình 412, ở đó cho bản vẽ hai hình chiêu 
của hai nón có trục vuông góc và cắt nhau, trong đó một nón xuyên qua nón kia. 

Có phải bao giờ trong trường hợp hai nón cắt nhau, hình chiêu giao tuyên cũng là 
hypecbôn không vuông? Nêu các góc ở đỉnh các nón được vẽ trên hình 412 và 420 mà 
bằng nhau, thì hypecbôn hình chiều của giao tuyên hai mặt nón tròn xoay có trục cắt 
nhau lên mặt phẳng song song với các trục là hypecbôn vuông. 

"—————— 

_ Theo nghiên cứu của E. A. Gladunôp «Về hình chiêu của giao tuyên-của hai mặt 
Đậc hai có mặt phẳng đôi xứng chung» được công bô trong tuyển tập «Các công trình 
Của xêmina Maxcơva về hình học họa hình và vẽ kỹ thuật» năm 1958. 
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Trên hình 411 chỉ cách vẽ hình chiêu đứng đường nôi tiêp các mặt 
trụ tròn xoay và mặt cầu. Mặt phẳng đôi xứng chung của hai mặt xác 
định bởi trục của trụ và tâm mặt cầu Song song với mặt phẳng ƒ. Vì 
vậy, hình chiêu đứng đường nôi tiêp của hai mặt đã cho là đường cong 
bậc hai, trong trường hợp được xét, đó là parabôn có đỉnh ở điểm j⁄. 

Trên hình 421 chỉ cách vẽ parabôn — hình chiêu giao tuyên mặt cầu 
cắt bởi trụ. Các điểm 2 và 3 (và cả các điểm đôi xứng của chúng) hiển 
nhiên thuộc hình chiêu cần tìm. Điểm 4 được dựng nhờ vòng tròn 
vạch từ điểm ø/. Vòng tròn này là kinh tuyên chính của mặt cầu (C2) 
có tâm ở điểm Ó nằm trên trục của trụ. Để vẽ điểm 7 (đỉnh parabôn) 
dùng mặt cầu phụ trợ (C7); điểm 7 là giao của đường thằng 6—7 với 
hình chiêu của trục parabôn. Trong công trình nói đên ở trên! đã” 
chứng minh rằng thông sô của parabôn bằng khoảng cách giữa các 
điểm c' và ø. Đặt nửa đoạn này về hai phía từ đỉnh parabôn theo trục 
parabôn, ta được các điểm @ và 0. 

Đường chuẩn đi qua điểm ở, còn điểm 9 là tiêu điểm của parabôn. 
Bây giờ có thê vẽ các điểm của parabôn bằng cách dùng đường chuẩn 
và tiêu điểm đã tìm được. 

Trong trường hợp khi đường kính của trụ cắt mặt cầu bằng bản 
kính của mặt cầu và đường sinh của trụ đi qua tâm mặt cầu (hình 422), 
ta được đường trùng phương ghềênh có tên gọi là đường cong Vivia- 
n2. Hình chiêu đứng của đường cong này là parabôn. 

Hình chiêu lên mặt phẳng song song với mặt phẳng đôi xứng kia 
(xem hình 422, bên phải), nghĩa là trong trường hợp đã cho, lên mặt 
phẳng 77, trùng với hình chiêu của trụ và là đường tròn—— đường cong 
bậc hai, đúng như theo qui tắc chung đã chỉ ra ở đầu mục này. 

Với mặt cầu, mỗi mặt phẳng kính là mặt phẳng đôi xứng. Nêu mặt 
tròn xoay bậc hai nào đó cắt mặt cầu có tâm thuộc mặt phẳng đôi 
xứng của mặt đó, thì giao tuyên chiêu lên mặt phẳng song song với 
mặt phẳng đôi xứng dưới dạng đường cong bậc hai. Chúng ta đã gặp 
điều này trên hình 418 và trên hình 422; nều vẽ hình chiêu bằng trên 
hình 421, thì giao tuyên của trụ với mặt cầu chiêu thành vòng tròn—— 
đó là điều hiển nhiên, cũng như trên hình 422. Trước nữa, trên hình 
398, hình chiêu giao tuyên của nón với mặt nửa cầu là parabôn trên 
mặt phẳng ƒ và một nhánh của ôvan Đêcác trên mặt phẳng JW. Pa- 
rabôn và một nhánh của ôvan Đêcác như hình chiêu của giao tuyên 


r7 —<. 

_ Xem chú giải về công trình của E. A. Gladunôp. 

“ Vinchenxô Viviani (1622— 1703), nhà toán học và kiên trúc, học trò Galilê, đã 
Ứng dụng đường trùng phương ghểềnh này cho các cửa số ở mái vòm hình cầu. 
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được vẽ trên hình 399. Cần hình dung nửa cầu thứ hai và nón thứ hai 
ở vị trí tương ứng như ở trên hình 398 và đặt kề liền hai bán cầu saO 
cho hai đáy tròn trùng nhau; mặt phẳng tiêp xúc là mặt phẳng đôi 
xứng song song với mặt phẳng W, còn đường cong trên M là elip. 

Cả trên hình 399 ta cũng có parabôn và elip như là các hình chiêu 
của giao tuyên. | 

'Biềt đường nào sẽ thu được khi vẽ các hình chiều, trong nhiễu 
trường hợp có thê áp dụng các tính chât hình học của các đường này, 
diều đó làm đơn giản dựng hình và cho phép thu được các kêt quả chính 
xác hơn. 

CÂU HỎI CHO CÁC MỤC 6365 


1. Sẽ cắt nhau theo những đường nào: 
a) các mặt trụ có đường sinh song song với nhau? 
b) các mặt nón cùng đỉnh? 
2. Dựng như thề nào các đường sinh của mặt kẻ gọi là trụ có ba đường chuẩn, 
nêu hai hoặc cả ba đều là đường cong? 
3. Giao của hai mặt bậc hai tròn xoay ngoại tiêp hoặc nội tiêp một mặt cầu là 
những đường gỉ? | 
4. Các mặt tròn xoay cùng trục cắt nhau theo những đường gỉ! 
5. Trong những trường hợp nào có thể và sẽ thuận lợi nêu áp dụng các mặt cầu 
cắt phụ trợ? _ 
6. Đường cong nào gọi là đường trùng phương ghềnh? 
7. Đường biquatric ghềnh chiêu lên mặt phẳng song song với mặt phẳng đôi xứng 
chung của hai mặt bậc hai cắt nhau thành đường gì? 
§. Hình chiêu giao tuyên của hai mặt trụ tròn xoay lên mặt phẳng song song với 
mặt phẳng đôi xứng chung của chúng là đường bậc hai nào? 
9. Trong trường hợp nào, hình chiều giao tuyên của hai mặt nón có chung mặt 
phẳng đôi xứng song song với mặt phẳng hình chiêu là hypecbôn vuông? 
I0. Những đường nào có thể là hình chiêu của giao tuyên của các mặt trụ và nón 
tròn xoay với mặt cầu trong trường hợp chúng có chung mặt phẳng đôi xứng? 


66. Ví dụ về vẽ giao của các mặt 


Dưới đây xét một sô ví dụ có ấp dụng những phương pháp dựng hình nêu ra trong 
những mục nói trên và cả những phương pháp đặc biệt, thích hợp để vẽ những điểm 
thuộc đường cần tìm khi các mặt ở vị trí đặc biệt!. 

Trên hình 423 cho trường hợp khi hình chiêu của giao tuyên lên mặt phẳng 7 trùng 
với vòng tròn— hình chiêu của trụ có trục thẳng đứng, hình chiều lên W trùng với nửa 
vòng tròn — hình chiêu của trụ có trục nằm ngang. Chỉ còn phải tìm các điểm theo đó có 
thể dựng hình chiêu của đường cần tìm lên mặt phẳng W (hypecbôn có đỉnh ở ð'°. 

Hiền nhiên hình chiêu ở“ được xác định trực tiêp theo hình chiêu ở“, còn, thí dụ, 
. hình chiêu Z được xác định như là giao điểm của các đường dóng vạch từ các điểm đ và 
d”, được tọa độ hóa giữa chúng bằng khoảng cách / tới trục chiêu bằng và trục 
chiêu cạnh. 


' “Trên một sô hình, để tiêt kiệm chỗ, không phải mọi hình chiêu được cho đầy đủ. 
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HÌNH 423. 


Cũng vậy, theo các hình chiêu c và c” được tọa độ hóa giữa chúng, ta xác định hình 
chiêu c. Như đã rõ, ở đây không cần vạch những mặt phẳng cắt phụ trợ hoặc mặt cầu 
phụ trợ. | 

Trên hình 424, đề vẽ các hình chiêu ở“, Z, ¿, đã dùng các hình chiêu cạnh ð“, đ“, e” 
theo đó tìm hình chiêu đứng của các đường sinh của trụ nghiêng và các hình chiêu ð“, Z, 
e. Có các hình chiêu ð“, #, e”, a, b, œ, đ, e, có thê tìm các hình chiêu a, b, c, đ, e. 

Trong trường hợp được biểu diễn trên hình 425, các điểm thuộc hình chiêu của các 





HÌNH 424, 
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HÌNH 425. HÌNH 426. 


đường theo đó trụ nghiêng cắt mặt trụ có trục thẳng đứng được tìm xuât phát từ vị trí 
hình chiêu bằng của các điểm này. Chỉ cần dựng hình chiêu dứng của các đường sinh 
tương ứng của trụ nghiêng. Trong các điểm được đánh dâu trên hình 425, thuộc các 
điểm đặc biệt là các điểm 7“ và 5“— đây là các điểm gần nhât đôi với trục của trụ đứng và 
thuộc các phần thây và phần khưât trên hình chiều đứng của đường cong bên phải, 3 và 
3 là các điểm cao nhât và thâp nhât đồi với mặt phẳng H nằm trên các đường sinh thây 
ngoài của trụ nghiêng, 4 và 4 là các điểm tách hình chiêu của đường sinh thây ngoài của 
trụ đứng khỏi hình chiêu của đường cong. Ứng với các điểm này là các điêm cùng loại 
trên đường cong bên trải. | 

Trên hình 426 vẽ giao của trụ với mặt nón. Các điểm xuât phát để dựng các điểm J', 
2⁄..... 6 là các điểm /, 2, ..., 6 thuộc hình chiêu bằng của đường cong trên mặt nón. Vi 
dụ, các điểm 4 và 4¡ thu được trên hình chiêu đứng của vĩ tuyên bán kính ø4, điểm 
3“—- trên hình chiêu đứng của vĩ tuyên bán kính ø3. 

Dựng hình chiêu đứng giao tuyên mặt trụ với nón (hình 427) được thực hiện theo 
những điểm xuât phát được lây trên hình chiêu cạnh của trụ. Các điểm 1“, 3“, 4“, 6“, 6 
cho khả năng tìm được ngay các điểm đặc trưng 7, #, 4, ố và 8“ cho hình chiêu đứng. 
Các điểm khác có thể tìm được nhờ các đường sinh; Ví dụ, lây hình chiêu s'e của đường 
sinh trên đó phải có hình chiêu 5“, ta tìm điểm c và hình chiêu se” theo đoạn thắng /, sau 
đó tìm sc, rồi các hình chiều 5 và 3. 

Trên hình 428, hình chiêu đứng các điểm thuộc giao tuyên của trụ với nửa mặt cầu 
có thể tìm được theo các hình chiều bằng trên các vĩ tuyên tương ứng của mặt cầu. Ví dụ: 
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HÌNH 429. 


¬ 


theo điểm k xác định được vĩ tuyên bán kính øk và trên hình chiêu đứng của nó tìm hình 
chiêu #. Với các điểm 4 và F cũng vậy. Nhưng tât nhiên có thể với cũng các điểm 4 và 
F, lại xuât phát từ vị trí các hình chiêu bằng z và ƒ, lây mặt phẳng cắt 7 song song với 
mặt phẳng V và tìm các hình chiêu z' và /” trên nửa vòng tròn giao tuyên của mặt phẳng 
T với mặt nửa cầu. Hiển nhiên, trong nhiều trường hợp nên thay đôi cách dựng các 
điểm để vẽ hình chiêu giao tuyên, chọn những cách vẽ thuận tiện nhât sao cho dựng hình 
đơn giản và chính xác. 

Trên hình 428, các hình chiêu ở” và ¿ được tìm trên kinh tuyên chính của mặt cầu 
trực tiêp theo các điểm ö và e. Cũng như vậy, có thê tìm các hình chiêu Z và ø“ nêu có 
hình chiêu cạnh; ngay cả khi không có hình chiêu cạnh, các điểm đ và ø có thể tìm 
được, tương tự như tim các hình chiêu đ và ƒ/“. 

Trên hình 428, các hình chiêu được ghi như a, b, c,... xác định các điểm đặc trưng 
trên hình chiêu đứng giao tuyên và trên hình chiêu cạnh trong trường hợp dựng hình 
chiêu cạnh. Như vậy, các điểm k và m là điểm thâp nhât và điểm cao nhât; ở các điểm ở 
và e„ kính tuyên chính trên mặt cầu bị ngắt; còn ở các điểm z' và ƒ”, giao tuyên tách ra 
phần thây và khuât; với hình chiêu đứng, các điêm Z, ø', c”, # không có ý nghĩa đặc biệt, 
nhưng cho phép dựng các điểm đặc trưng trên hình chiêu cạnh của giao tuyên. 

Trên hình 429 vẽ một vật thể tròn xoay có lỗ hình trụ. Đường cong k“2b⁄w được 
vẽ theo các điểm k, a, b, m, nghĩa là theo hình chiêu bằng đã biêt. Vị dụ, lây điểm «, ta 
dựng hình chiêu của vĩ tuyên trên mặt tròn xoay, và trên hình chiêu đứng của vĩ tuyên 
này tìm được hình chiêu #. 

Đề dựng hình chiêu đứng của đường nôi tiêp của các mặt xuyên tròn và trụ, trên 
hình 430 dùng hình chiêu bằng của các điểm (cũng như trên hình 429). Ví dụ, biệt vị trí 
điểm b, ta có thể vạch trên mặt xuyên các cung bán kính ø2 và ø2;, rồi trên các cung đó 
tìm được các điểm và ở⁄,. Ở đây sử dụng hệ tiêt diện tròn của mặt xuyên. 

h Trên hình 431 cũng sử dụng điều kiện biêt vị trí các điểm của một trong hai hình 
chiêu của giao tuyên cẩn tìm, Điều này cho phép dựng các điểm của hình chiêu kia. 
—_ trường hợp trên hình 431 bên trái, trên hình chiều bằng ta có điểm góc (điểm 
gãy). 
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HÌNH 430. 


Dựng hình chiêu đứng của giao tuyên hai mặt trụ và nón trên hình 432 có thê được 
thực hiện như đã chỉ, ví dụ, như trên hình 419, nghĩa là nhờ các mặt cầu có tâm ở điểm 
C. Sau khi vẽ hypecbôn có thể dựng hình chiêu bằng giao tuyên nhờ các đường sinh của 
trụ; ví dụ, đường'sinh trên đó có điểm E được xác định bởi đoạn ¡,. 

Trên hình 432 chỉ một cách vẽ khác— sử dụng hình chiều lên mặt phẳng phụ trợ, trong 
trường hợp đã cho là mặt phẳng chiêu đứng vuông góc với trục của mặt trụ. Giao tuyên 
chiêu lên mặt phẳng này dưới dạng cung trên nửa vòng tròn— hình chiêu của trụ. Cho 
các điểm trên cung, có thê dựng các hình chiêu đứng và chiêu bằng của chúng. Ví dụ, lây 
điểm e„ ta xác định đoạn j, trên nửa vòng tròn bán kính ® là một nửa vĩ tuyên trên 





HÌNH 43Ị. 
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nón: Đặt đoạn /;„ (như chỉ trên bản vẽ) trên hình chiêu đứng, ta được hình chiêu ¿' trên 
đường dóng với hình chiêu é,. 

Trên hình 432, ngoài ra còn vẽ khai triển mặt bên của nón cụt được xét trong bài 
toán này. Đã vẽ hình chiêu đỉnh nón— điểm +; vòng tròn đáy trên của nón xoay tới vị trí 
song song với mặt phẳng V và được chia ra một sö phần (trên hình vẽ là nửa vòng tròn 
đó). Chiêu các điểm ø„ ø; v.v... lên đường thẳng ø/ ø„ qua các hình chiêu 
này và qua s vạch hình chiêu của các đường sinh tới khi cắt hình chiêu giao tuyên của 
hai mặt; ví dụ, sk“ vạch qua ø'°+. : 





HỈNH 432, 
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HÌNH 435, 


Sau khi dựng khai triển mặt bên của nón, ta đặt những độ dài các đoạn đường sinh. 
Ví dụ, sau khi xác định bằng phép xoay chiều đài của đoạn đường sinh Ớ;K, ta đặt nó 
ở vị trí tương ứng trên khai triển. 

Trên hình 433 vẽ giao tuyên của lăng trụ đáy tứ giác với trụ và khai triền phần thu 
được của lăng trụ. 

Một mặt của lăng trụ cắt mặt trụ theo elip; các elip này cắt nhau ở các điểm là các 
giao điểm của các cạnh lăng trụ với mặt trụ. Hình chiêu đứng của các điểm đã chỉ được 
xác định theo các hình chiêu cạnh của chúng. Với bât kỳ điểm Z# nào, theo hình chiêu 
cạnh eZ ta xác định hình chiêu ¿“”, theo các hình chiêu z“ và e ta tìm e“. Các điểm ø và 
được xác định theo các hình chiêu bằng của chúng. 

Đẻ dựng khai triển của lăng trụ, ta chia hình chiêu bằng của lăng trụ thành những 
đoạn, thêm vào đó trên mỗi mặt sô phần chia bằng nhau. Chia như vậy ứng với chia trên 
mặt trụ trong miền giao tuyên với lăng trụ. 

Trên hình 434 vẽ giao tuyên của chóp với trụ và khai triển cả 
hai mặt. 

Giao tuyên là các elip cắt nhau ở giao điểm các cạnh chóp với mặt trụ. Điểm # có 
thể được vẽ như đã chỉ trên bản vẽ không cần hình chiêu cạnh. 

Đề dựng khai triển các mặt chóp và trụ, ta chia vòng tròn hình chiều bằng của trụ rä 
làm 12 phần bằng nhau. Muôn tìm các điểm thuộc các elip, trên khai triển của mặt chóp: 


298 
hftps://tieulun.hopto.org 


ta vạch những đường thẳng phụ trợ đi qua đỉnh chóp (ví dụ, đường thắng SƠ). Chiều 
dài các đoạn của các đường thằng đó (ví dụ, E7) được xác định nhờ phép xoay cho tới 
khi song song với mặt phẳng E. 

Ví dụ về dựng giao tuyên của lăng trụ với mặt cầu và khai triển mặt lăng trụ được 
chỉ trên hình 435. Các mặt của lăng trụ cắt mặt cầu theo các cung tròn. Hình chiêu của 
các cung tròn đó lên mặt phẳng 77 là những phần của các clip; hình chiều giao tuyến lên 
mặt phẳng W gồm các cung clip, cung tròn (vì hai mặt của lãng trụ song song với mặt 
phẳng ý) và đường thẳng. Tìm các giao điểm của các cạnh lăng trụ với mặt cầu. Tiêp đó, 
cần đánh dầu các điểm đồng thời thuộc giao tuyên của lăng trụ với mặt cầu và thuộc 
kinh tuyên chính của mặt cầu. Mặt phẳng xác định kinh tuyên chính cắt lăng trụ theo 
đường thẳng, trên đó sẽ có các điểm nói trên. Trên bản vẽ khai triển lăng trụ. Đường 

cong trên khai triển gồm các cung tròn. Các bán kính để vẽ các cung đó một phần lây từ 
hình chiêu đứng (R;, 8, R¿), một phần tìm được nhờ hình chiêu bố sung (#, 
và ®¿). 


67. Giao của đường cong với mặt cong 


Để tìm các giao điểm của đường cong với mặt cong cần lập mặt 
phụ trợ qua đường cong, dựng giao tuyên của mặt phụ trợ với mặt đã 
cho và tìm giao điểm của đường này với đường cong đã cho!. 

Ta hãy xét một vài ví dụ về giao của đường cong không gian với 
mặt cong. 


1. Trên hình 436 chỉ cách vẽ giao điểm của 4B với mặt trụ được cho 
bởi vêt bằng 4N và hướng của đường sinh NP. 

Qua đường cong 4 lập mặt trụ phụ trợ có đường sinh song song với MP. Với 
hướng như vậy của các đường sinh, giao tuyên của cả hai mặt sẽ là đường sinh chung 
cho hai mặt. Tiêp đó, vẽ vẽt của mặt trụ phụ trợ lên mặt phẳng ”— đường cong 4a. 
Giao của các đường cong MM và 4sðạ cho điểm K, đi qua đó là giao 
tuyên của hai mặt—— đường sinh chung của chúng. Đường sinh này cắt đường cong 4ð 
đã cho ở điểm K là g1aO điểm cần tìm của đường 4Ö với mặt trụ đã cho. 

2. Để dựng các giao điểm của đường cong 4ð với mặt nón (hình 437), qua đường 
cong 4? lập mặt nón phụ trợ có đỉnh trùng với đỉnh Š của nón đã cho. Với vị trí như 
vậy của hai mặt nón, giao tuyên sẽ là những đường thẳng — là những đường sinh chung 
cho cả hai mặt (xem mục 63). 

Trên mặt phẳng V vẽ các vêt của nón phụ trợ và nón đã cho. Giao của cả hai vêt 
cho các điểm Kạ và 4⁄4 xác định những đường sinh ŠXạ; và SMạ mà giao với 
đường cong 48 cho những giao điểm cần tìm (K và Ä⁄) của đường cong đó với mặt nón 
đã cho. 

3. Trên hình 438 chỉ cách vẽ các giao điểm của đường cong 4ð với mặt xuyên mở. 

Qua đường cong 4 lập mặt trụ phụ trợ có các đường sinh vuông góc với mặt 





! Cần chú ý đền tính tông quát của phương pháp đã cho với phương pháp áp dụng 
trong các trư ờng hợp xét ở trên về giao của đường thắng với mặt (mục %6 và giao của 
đường thẳng với mặt phẳng (mục 25). 
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ì 1ÌNH 437. 
HÌNH 436. HINI 





HỈÌNH 438. 


phẳng H. Sau đó tìm giao tuyên của mặt này với mặt đã cho. Muôn vậy, vạch một loạt 
mặt phẳng cắt mặt đã cho theo các vĩ tuyên. Vì mặt trụ phụ trợ có đường sinh vuông øOC 
với mặt phẳng #7, nên ở giao điểm của các hình chiều bằng các vi tuyên với ab, ta được 
các điểm J, 2, 3, ... là hình chiêu bằng của các điểm xác định giao tuyên của mặt đã cho và 
mặt phụ trợ. Sau khi vẽ hình chiêu đứng của đường này, ta được các hình chiều &\. 
k; và theo chúng, được các hình chiêu &y, k¿. 
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Chương XI 


° .sÄ Lá 4 
Khai triên các mật cong 


68. Khai triển các mặt trụ và nón 


Trên hình 305 chỉ cách khai triển mặt bên của trụ tròn thằng đứng 
đã được biÊt trong hình học không gian. Ở' hình chữ nhật thu được, 
đáy bằng vòng tròn khai triên (x2) và chiều cao bằng chiều cao của trụ. 
Trên hình 362 vẽ khai triển trụ tròn thăng đứng với đường cắt phẳng 
theo elIp. Sừ đây, đáy là tiêt điện pháp tuyên của mặt trụ tròn XOAY — 
đó là vòng tròn. Vòng tròn được khai triển thành đường thẳng: 
đường thẳng này được chia ra một sô phần bằng nhau ứng với chia 
vÒng tròn trên hình 361. Tiệp đó áp dụng sơ đồ khai triển mặt lăng trụ. 

° đây, mặt trụ được thay bằng mặt lăng trụ nội tiêp có cạnh bằng các 
đoạn đường sinh của mặt trụ!. Về lý thuyêt, sự khai triên của mặt trụ 
sẽ càng chính xác nêu lăng trụ nội tiêp trụ càng có nhiều mặt và đường 
gâp khúc giới hạn khai triển mặt lăng trụ? gồm những đoạn thắng 
càng ngắn. 

Khai triển mặt nón trong trường hợp tông quát được thực hiện 
theo sơ đồ khai triển mặt chóp. Trên hình 308, để khai triển mặt bên 
của nón thẳng đứng đã sử dụng dựng hình quen biêt trong hình học 
không gian, có tính đên góc hình quạt là khai triển cần tìm 


R 
= —'360”, 


trong đó — bán kính đáy nón, U—chiều dài đường sinh). 

Bây giờ ta xét dựng hình khai triển mặt bên của nón nghiêng với 
đáy tròn (hình 439). 

Vòng tròn đáy được thay bằng đa giác với các cạnh A,⁄44s, 
4:4: v.v... và mặt nón —thay bằng mặt chóp có các mặt hình 


L Phép thay một mặt bằng mặt khác đơn giản hơn, hoặc thay đường cong bằng 
đường gầp khúc thể hiện gần đúng mặt hoặc đường bị thay thê, có tên gọi là /àm gẩn 
đưng (từ La Tỉnh approxinare — tới gần), trong toán học có nghĩa là sự biếu thị gần 
đúng những đại lượng nào đó (hoặc vật thể hình học) bằng những đại lượng khác được 
biềt hơn. 

° Với sồ lớn dựng hình xảy ra sự không chính xác ảnh hưởng đền độ chính xác 
chung của kềt quá. 
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tam giác S44; S4;4; v.v... Trên hình khai triển, mặt là tập 
hợp những tam giác đó. 

Sau khi đã xác định (bằng phép xoay) chiều đài của đoạn Š⁄4,— 
đoạn s4¿; và chiểu dài của đoạn S⁄4;— đoạn s4; ta dựng 
tam giác theo ba cạnh của nó s4 s4; và a4; (dây cung), 
sau đó dựng tam giác thứ hai, s/4a;4¿;, muôn vậy ta xác định 


chiều dài đoạn S4;¿—đoạn s4; và lây dây cung a;,.... Ta 
được các điêm 4ạ, 4q; v.v... qua các điểm đó vẽ một đường 
trơn. 


Nêu trên hình khai triển cần tìm điểm cho trên mặt, ví dụ, điểm 
M (w, m), thì qua điểm này ta vạch đường sinh sk”, sk, tìm vị trí của 
nó trên hình khai triên(vKạ) và đặt trên sK, đoạn sMạ. Muôn 
dựng sK,ẹ trên hình khai triển, cần cắt đường cung 
Au4o;4ạ;.. bằng cung tròn tâm 4¿; bán kính a¿, rồi qua 
điểm Kạ thu được và điểm ø vạch đường thẳng. Chính đoạn #Ä⁄¿ 


Áoi 





A 
on "012 
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HÌNH 440. ', 


là độ lớn thật của đoạn thẳng s⁄, sm thu được bằng cách xoay đoạn 
thằng s7, sm tới vị trí sJ, s1. Ta được Mẹ = s1. 

Có thể đặt bài toán ngược lại: dựng các hình chiêu của điểm : 
M được cho trên hình khai triển (Mạ). Trong trường hợp này cần 
bắt đầu bằng cách vẽ qua Ä⁄ạ, trên hình khai triển, đoạn sK¿; tìm 
điểm k trên vòng tròn đáy nón nhờ sự bằng nhau của các đoạn 
AqsKa và a¿#k&. Sau khi vẽ các hình chiêu sk và sk của đường 
sinh, ta tìm đoạn ,ŠÄ⁄ trên các hình chiêu; muôn vậy, bằng phép xoay ta 
đưa đoạn SK tới vị trí sao cho nó chiêu không biên dạng (ví dụ, song 
song với mặt phẳng Ƒ), ở vị trí đó đặt chiều dài s Mạ của đoạn thẳng 
(s1 = s Mẹ) và đưa nó về vị trí ban đầu. 


Trên hình 440 chỉ cách dựng hình khai triển mặt bên của nón cụt trong điều kiện 
nón không thê vẽ đầy đủ. 

Dựng nón phụ trợ đồng dạng với nón đã cho. Nên chọn đường kính đáy nón này 
(4) sao cho tỉ sô D/đ là sö nguyên (k). Nón phụ trợ có thể được vẽ như trên hình 440, 
hoặc ở ngoài nón cụt. 

Tiêp đó, dựng khai triên mặt bên của nón phụ trợ —hình quạt S;4s4ạ: 
chọn điểm K bât kỳ, qua đó vẽ các tia Káạ, Ki, K2, K3ạ ứng với các điểm chỉa 
cung 44g44, rồi trên các tia này đặt các đoạn KAÁA =k.KÁ, KI=k.KlIẹ 
K2,=k.K2, K3, =k.K3, bờ đó hệ sô k= Dịd. Qua các điểm 4, l, 2) 
vạch các đường thẳng tương ứng song song với SŠạ4ạ, Sgỉạ, Šạ2g rồi trên 
các đường thẳng đó đặt các đoạn 4,42=l!, lhiạ=k 2⁄2,=L Cũng vậy, 
đặt 3,3;=/. Bây giờ cần vẽ những đường bằng thước cong đi qua 44, Ì;; 
s7; vũ đi qUa Ä›», 1> 2.8: : 
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HỈNH 441. 


Nửa thứ hai của hình khai triển có thể về cũng như nửa thứ nhi, hoặc trên cơ sở 
đồi xứng đồi với trục Sạ;3i. 

Trên hình 441 cho một kiểu dựng khai triển. Cũng như trên hình 440, lầy một nón 
phụ trợ (trên hình 441. tÍ sô 72/2 bằng 3) và khai triển nón đó (vẽ một nửa). Tiệp đó, tử 
điểm X¿ vạch một sö tia- qua các điểm 4g, 7s 2s... và vạch đường thẳng 
KạMí nghiêng % 45° đôi với X4. Trên đường thắng này lây các điểm / và 
ÁMí sao cho KgÄƒ: KẹL bằng 3 (nghĩa là bằng tỉ sô giữa D và đ. Bây giờ ta vạch các 
đoạn úy, Lạ, L2... và qua điểm A4 vạch các đường thẳng 4ƒ At(HLÁœ 


Dấu <¿ giao điểm các đường thẳng đó với các tia AgÁ+¿ - Aai& 
la được các điểm 4, J, 2, ... Qua các điểm này cần vạch AtAa/ S4 
Ï1,JISala di và đặt llà= ` hạ = v.v... và cá 
lạ = ï. 

Bây giờ chỉ còn phải vẽ đường cong qua các điểm 4, 7, 2,.... và 4, 


ly 2„.... bằng thước cong. Sau đó vẽ nôt nửa thứ hai của khai triển đôi xứng với 
nửa thứ nhât so với đường thẳng S,K,. 


+ .` * # ~ ~ 
69. Khai triển qui óc của mặt cầu 


Mặt cầu không khai triển (xem mục 49, điểm 5). Ơ đây chỉ có thê 
nói đền khai triển qui ước. Trên hình 442 trình bày một cách khai 
triển, 


Ì. Cắt mặt cầu bằng những mặt nhẳng đi qua trục ỞƠ, (ví dụ, trên hình 442 chia 
làm 12 phần bằng nhau, hình chiều của giao tuyên không vẽ). 

+. Các cung tròn trên mật nhẳng /# nằm giữa các điểm chía được thay bẳng những 
đường tIẾp tuyển với vòng tròn (ví dụ, zrm: thầy cung &,6/,). 

4. Mỗi phân mài cầu được thay bằng mật trụ tròn xoay có trục đi qua tắm mãi câu 


MA 
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và song song với tiêp tuyên với vòng tròn của hình tròn lớn (bán kính mặt trụ bằng bản 
kính mặt cầu). 

4. Chia cung øố2, thành các phần bằng nhau: Ø'1 = 1⁄2 = 23 v.v... (trên 
hình, cung đố“ được chia thành sáu phần). 

5. Chọn các điểm l, 2 v. v... làm các hình chiêu đứng của các đoạn đường sinh của 
mặt trụ có trục song song với đoạn mm, ta dựng hình chiều bằng của chúng 4Ú, cđ v. v... 

6. Trên đường thẳng đi qua các điểm Mạ và Mạ đặt Äfạ¿Wạ= mm và qua 
điển giữa của đoạn AZạNạ dựng đường vuông góc với MụN. 

7 Trên đường vuông góc này đặt 6yỞỚy = 6cO¿¿—là những đoạn ứng 
với các cung øố“ và 6”o,, nghĩa là 2rÄ:4. 

$. Các đoạn này được chia thành các phần tương ứng bằng các cung ø/, #2 
v.v... và qua các điểm 1ạ, 2... kẻ những đường thắng song song với MụN:, 
rồi đặt trên chúng 4g = ab, CgDạ = cả V. V... 

9. Dùng thước cong kẻ những đường cong đi qua các điểm Ủy Au Cu —- và 
các điểm Ø,, Bạ, Dạ, ... 

Kêt quả ta được khai triển gần đúng một múi của mặt cầu. 

Nêu trên khai triển cần đặt một điểm, ví dụ, S (5. $), thì thoạt tiên trên hình chiều 
bằng ta vẽ đường thắng ø¿ chia đôi mủi trên đó có hình chiêu s và cung bán kính øs. Sau 
đó đưa điểm s vào kinh tuyên chính, rồi tìm hình chiêu s,. Tiềp đó, đặt trên hình 
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khai triển của múi chia thứ ba tính từ đỉnh một đoạn bằng cung ø⁄s,, rồi qua Rọ 
vạch đường thẳng song song với MạW, trên đó lây ÑạSạ = rs. 


70. Ví dụ về vẽ khai triển một sô dạng mặt 5 


I. Mặt biểu diễn trên hình 443 là kêt hợp các mặt lăng trụ và trụ nghiêng có đáy 
tròn. 

Đẻ khai triên mặt trụ nghiêng, ta chia nửa vòng tròn ra các phần đều nhau nhờ các: 
điểm 7, 2, 3, .... qua các điểm này vạch các đường sinh. Hình chiều đứng của các đường 
sinh này bằng các đoạn của chúng. Qua điểm 7“ ta vạch vêt của mặt phẳng chiêu đứng 7, 
cắt trụ theo tiêt diện pháp tuyên. Trên đường thẳng 4424 đặt các đoạn 4s, 
4ạDạ 24C bằng các hình chiêu đứng 4e, 4đ, 4c. Qua Em độ. Và Có 
vạch những đường thẳng vuông góc với đường thằng 42. Bây giờ từ điểm 4 
làm tâm, vạch cung có bán kính bằng dây cung 4—3, cắt cung đó bằng đường thẳng 
qua Cạ ta được điểm 3ạ. Từ điểm này ta lại vạch cung có cùng bán kính như trên vả 
cắt đường thẳng qua Dạ ở điểm 2ạ. Ta lại cắt đường thẳng qua #„ bằng cung 
tròn tâm 2; có bán kính như trên và được j,. 

Dựng hình nói trên dựa trên khai triển các phần tử của mặt chiêu lên mặt phẳng 
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HÌNH 444. HÌNH 44ã5ã. 


_ 


đưới dạng các tam giác. Ta hãy xét trên mặt phẳng một trong những tam giác như vậy 
1k2. Cạnh góc vuông #“2 là đoạn của đường sinh chiêu không biên dạng, đường 
huyền 7⁄2 là hình chiêu của cung nửa vòng tròn, còn cạnh góc vuông /#“ là hình chiêu 
của phần elip thuộc tiêt diện pháp tuyên của mặt trụ đã cho. Khi khai triển cần dựng tam 
giác vuông theo cạnh góc vuông 2k“ và đường huyền mà ta lây bằng dây cung /—2. 

Sau khi đã xác định vị trí các điểm 7ạ, 2¿, 3ạ, ta vạch qua các điểm đó và cả 
điểm 4, đường cong được coi là khai triển cung vòng tròn!; vạch ¡gjạ, 2p2ns--+ 
ta được các điểm của đường cong— khai triển của cung dưới đường tròn. Œ các 
điểm 7¿ và 7ạ, ta vạch những đường thẳng tiếp tuyên với các đường cong đã dựng. 
Vẽ tiêp theo được chỉ rõ trên bản vẽ. 

2. Trên hình 444 vẽ khai triển của mặt thuộc phần chuyên tiêp nôi hai mặt trụ. Phần 
chuyến tiêp này được giới hạn bởi các mặt của hai trụ nghiêng cùng loại như ở hình 443 
và bởi hai mặt phăng. 

Ta bắt đầu hình khai triển từ đường thẳng 4#: dựng tam giác 4ạÖBạiạ bằng 
tam giác z1, gắn vào tam giác này hình khai triển của mặt trụ (khai triển tương tự 
như ở hình 443), sau đó vẽ tam giác /s/¿i¿ bằng tam giác /“7“1 v.v... 

3. Trên hình 445 vẽ hình khai triển mặt bên của nón cụt eliptic. 

Tìm đỉnh nón (s”, s), chia elip trên bằng các điểm 7, 2, ... Các đường sinh vạch từ 
điểm ,S tới các điểm ¡, 2, .... chia mặt nón ra nhiều phần. Các phần này được khai triên 
dưới dạng các tam giác. Ví dụ, phần SŒD của mặt nón được triên khai thành tam giác 
SạCạÐ,, trong đó các cạnh S;D, và SạŒy bằng các đường sinh SD và 
$C (chiều dài đường sinh SC được xác định bằng phép xoay), còn cạnh ŒạÐạ được 
lây như là đoạn thẳng bằng cung cđ uôn thăng (chia cung này ra những phần nhỏ). 

Tìm các điểm Cạ, Öạ, 4; và các điểm đôi xứng của chúng đôi với đường sinh 
SạDạ, rồi vẽ đường cong khai triển của elip dưới; đặt các đoạn Dạ‡, Œg2 v.v.. 
bằng chiểu dài các đoạn đường sinh D3, C2 v. v..., ta tìm đường cong— khai triển của 
elip trên. Trên hình 445 vẽ nửa khai triển. 


!L Trên hình 443 dựng nửa hình khai triển. 
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HÌNH 446. 


4. Trên hình 446 vẽ khai triển mặt bên của nón cụt nghiêng có đáy tròn. Bên trái chỉ 
cách khai triên được thực hiện tương tự như trên hình 445. Bên phải chỉ cách khác: mặt 
đã cho được thay thê bằng mặt đa diện nội tiêp nó. Trên hình chiêu bằng, ta chia ra 
nhiều phần nhờ những đường thẳng qua s là hình chiêu bằng của đỉnh nón. Ví dụ. vạch 
$4, ta được hình chiêu 4 của đoạn đường sinh. Theo các điểm trên hình chiêu bằng, ta 
chia ra nhiều phần trên hình chiêu đứng. Tiêp đó ta hãy xét, ví dụ như phần tử phẳng 
ACDB; kè đường chéo 8C và xác định chiều dài các đoạn thẳng để dựng các tam giác; 
mỗi tam giác có một cạnh là dây cung của vòng tròn tương ứng của hình chiêu bằng. 
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Hình khai triển được tạo nên bởi các tam giác như vậy; các đường gầp khúc được thay 
bằng các đường cong đều đi qua các đỉnh của đường gâp khúc. 

5. Trên hình 447 vẽ khai triển của mặt xuyên mở. Trên hình chiêu vẽ khuỷu — 1/4 
xuyên mở; trên hình khai triển trình bày mặt của 1/3 khuỷu đó. 

Vẽ đường thắng øZ — trục đôi xứng của hình chiêu phần khuỷu được xét. Nhờ đó 
xác định vòng tròn tiềt diện pháp tuyên, mà hình khai triển dưới dạng đường thẳng 
DẹÐy là đường trung bình của hình khai triển phần xuyên được xét. Bằng các đoạn 
SHÌa trung ứng 7, 2, ... trên tiêt diện này, ta vạch từ ø“ các cung tròn đồng tâm. Dựng 
hình khai triển với phần ï và II được làm tách ra. Với phần 7 ta đặt đoạn ĐạÐ, 
dài bằng nửa vòng tròn tiêt diện pháp tuyên, chia đoạn này thành những phần tương 
ứng với những đoạn chia đầu tiên 7, 2, . Ở điểm 4s dựng đường vuông góc với 
ĐụÐụ và trên đó, từ điểm A¿ về hai gHữề, ta đặt những đoạn 4¿ố và 4s7 bằng 
các cung #2, và a4;. Để xác định điểm Ö; trên hình khai triển, ta vạch từ điểm 
bạ cung tròn có bán kính bằng chiều dài cung Ù%⁄; và từ điểm 7 vạch cung có bán 
kính bằng đoạn z,/. Ta cũng làm như vậy khi đigúp các điểm Cạ, Dạ và các điểm 
khác. 

Dựng khai triển mặt thuộc phần hai của khuỷu cũng làm tương tự. 

6. Trên hình 448 chỉ cách dựng khai triển mặt tròn xoay có đường sinh cong. 

Ta thực hiện khai triển bằng cách trước tiên chia mặt ra những phần bằng nhau 
nhờ các kinh tuyên. Trên bản vẽ, dựng hình khai triển một phần sáu của mặt. 

Vạch dây cung #£, chia đều nó ra làm đôi; ở điểm chia K dựng đường vuông góc 
tới khi cắt cung #“c”. Ta chia đôi đoạn nhận được của đường vuông góc từ điểm K đền 
cung và qua điểm chia vẽ đường thẳng song song với cung Ù“c. Đoạn 1⁄7 ta chia ra một 
sö phần bằng nhau và qua các điểm chia lập những mặt phằng bằng cắt mặt tròn xoay 
theo những vĩ tuyên. Dựng khai triển bắt đầu từ đường trung bình— đường thẳng 
#Eạ Trên sFy đặt những đoạn thẳng !¿2, 2s, .. tương ứng bằng 
những đoạn J2, 2#, ... nhờ vạch các cung từ điểm ø⁄, bán kính øJ“, s2”,... Trên các 
cung này, từ các điểm 7ạ, 2ạ,... ta đặt chiều dài các cung hình chiêu bằng của các vĩ 
tuyên phần mặt được khai triển (ví dụ, 7M = cm và 7ạÑg = ch). 


CÂU HỎI CHO CHƯƠNG XI 


1. Hãy chỉ ra các phương pháp dựng khai triển các mặt trụ và nón. 

2. Khai triển mặt bên của nón cụt như thê nào, nêu không thể vẽ thêm cho nón 
thành đầy đủ? 

3. Dựng khai triển qui ước của mặt cầu như thê nào? 
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Chương XI] 
Hình chiêu trục đo 


71. Khái niệm chung 


Trong nhiều trường hợp, khi thực hiện các bản vẽ kỹ thuật, cùng 
với hình biểu diễn vật thể trong hệ hình chiêu thẳng sóc, cần thiêt phải 
có những hình biêu diễn nổi hơn. Để dựng các hình biểu diễn như vậy, 
người ta áp dụng các hình chiều gọi là hình chiêu trục đo, hay gọi vắn 
tắt là dJrục đo. Tên gọi «trục đo» được tạo nên bởi các từ của tiêng Hy 
lạp cô: acxon—trục và mêtơrêô — tôi đo. 

Phương pháp chiêu trục đo như sau: hình được cho cùng với các 
(rục tọa độ vuông góc là hệ qui chiều của hệ điểm này trong không gian, 
được chiều song song lên một mặt phẳng nào đó!. Như vậy, hình chiêu 
trục đo trước hêt là hình chiêu lên chỉ một mặt phẳng, mà không phải 
lên hai mặt phằng hoặc nhiều hơn như đã có trong hệ các hình chiêu 
vuông góc. Thêm vào đó cần phải bảo đảm tính nỗi của các hình biểu 
diễn và bảo đảm khả năng xác định các vị trí và kích thước như sẽ 
trình bày về sau. 

Trên hình 449 chỉ ra sơ đồ chiêu điểm 4 lên một mặt phẳng P nào 
đó được chọn làm znặt phẳng hình chiều trục đo (cũng gọi là mặt phẳng 
bản về). Hướng chiêu được chỉ bằng mũi tên?. 

Trên các trục x, y, z đặt một đoạn chiều dài / lây làm đơn vị đo theo 
các trục đó (đơn vị fự' nhiên). Các đoạn Ï, Í„ !, trên các trục đo 
là các hình chiêu của đoạn 7; nói chung chúng. không bằng nhau và 
cũng không bằng /. Các đoạn /, Ï„ †, là các đơn vị đo theo các 
trục đo— đó là những đơn vị trục đo. 

Các tÍ sô //JI, I/JI, IJI gọi là hệ sô biền dạng (hay chỉ sô biên 
dạng) theo các trục trục đo. Hệ sô biên dạng theo trục O„,x ký hiệu k, 
theo trục Ø„y ký hiệu m, theo trục O„z ký hiệu ñn. 

Đường không gian ba khúc 0/44 chiêu thành đường gâầp khúc 





Chiêu trục-đo cũng có thể xuyên tâm; ở đây xét chiêu trục đo song song. 

Hướng chiêu có thể tạo với mặt phẳng hình chiêu trục đo một góc nhọn hoặc 
vuông, Đề bảo đảm tính nổi của hình biểu diễn, hướng chiều không nên chọn song song 
Với một trong các mặt phẳng tọa độ. 

“ Người ta còn dùng tên gọi «tÌ lệ xích trục đo» và tương ứng là xả lệ xích 
từ nhiên». 
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HÌNH 449. 


phẳng O,I„a„4, (hình 499). Điểm A,—hình chiu trục đo 
của điểm 4: điểm 4, là hình chiêu trục đo của điểm 4a, hình chiêu 
vuông góc của điểm 4 lên mặt phẳng # (xOy). Điểm a, gọi là hình 
chiêu lần hai của điềm 41. Còn có thể dựng hai hình chiêu lần hai của 
điềm 44 ứng với hai hình chiêu vuông góc kia— lên mặt phẳng V(xÓz) 
và Wf(y@2z). 

TỈ sô giữa các hình chiêu trục đo của các đoạn thẳng song song với 
các trục tọa độ vuông góc và chính các đoạn thắng đó được biểu thị 
bằng các hệ sô k, mm. n. 

Vì (xem hình 449) z///Oy và aA[/Oz, nên khi chiêu SONnEØ Song 
a„jljJOmQy và a„4,jJOz  TÌ sô giữa những đoạn song 
song trong phép chiêu song song được bảo tồn, do đó .T.ï 
‹=@l:[L hay là a,l:al=l:l=m, trong đó m—hệ sô 
biên dạng theo trục Ó,„y. Có thê kêt luận tương tự đôi với các đoạn 
song song với các trục x và z: tỈ sô hình chiêu của các đoạn đó đôi với 
chính các đoạn đó bằng (tương ứng) các hệ sô biên dạng k và ¡. 

Như vậy, giữa hình chiêu trục đo A,B, của đoạn 4? SOnØ song 
với trục x (hình 450) và chính đoạn đó, tÌ sô bằng A4„B,: AB = k. 

Mỗi một đoạn của đường 07aA4 xác định một trong các tọa độ 
vuông góc của điểm 4; hình chiêu của các đoạn đó—các đoạn của 
đường gâp khúc O,I„a„4,—xác định tương ứng các fọa độ 
frục đo của cũng điểm 4 đó. Rõ ràng, nhờ hệ sô biên dạng có thể 
chuyên từ tọa độ vuông góc sang tọa độ trục đo và ngược lại: 


X;=kx, yy= mỹ, z,=nz, ở đây các chữ uy" ý; ¬#.:+ ký 


' Từ mà V.I. Cuôcđiumôp dùng trong công trình «Giáo trình hình học họa 
hình», phần III, «Hình chiêu trục đo vuông góc và xiên góc». 
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HÌNH 450. 


hiệu các đoạn xác định tọa độ trục đo của điểm, còn các chữ %, y, # chỉ 
, , . ^ ˆ , .à 
các đoạn xác định tọa độ vuông góc của điểm. 


Trên hình 451 cho ví dụ dựng hình chiêu trục đo của điểm theo các tọa độ vuông 
ØÓc của nó. 

Điểm 4, được dựng theo các đoạn tọa độ lây từ hình vẽ: x = O7, y=aÌl,z=ưi. 
Có tính đền các hệ sô biên dạng &, ¿m và n, ta đặt theo trục Ø x đoạn 
O,Ìy=k.0I, sau đó song song với trụ @Øy đặt đoạn la„= m.al và sau 
cùng, song song với trục O,z đặt đoạn a,A, = n.a]. 

Mặt phẳng Q (hình 452) được biểu diễn bằng vêt cả trong hình chiêu trục đo. Để 
dựng các vêt, lây giao điểm của vêt với các trục theo các đoạn trên trục (ví dụ, điểm 
Q.„ được dựng theo đoạn 0Q,:O,Ø.„ = k.OO,). 

Điểm 4 thuộc mặt phẳng @ được dựng trên hình chiêu trục đo theo các tọa độ của nó; 
đường bằng W4, phải song song với hình chiêu lần hai và với vệt trên mặt phẳng 
xÓ y. Điểm A, có thể được dựng như là giao điểm của hai đường thẳng bât kỳ 
trong mặt phẳng O sau khi đã dựng hình chiêu trục đo của các đường thẳng đó. 

Cũng trên hình 452 này biểu diễn trên hình chiêu trục đo mặt phẳng chiêu đứng và 
điểm 5, thuộc nó. Xác định tọa độ vuông góc của điểm đó như thê nào? Cách dựng 
được chỉ trên hình 452 bên phải: trên hình chiêu trục đo vạch đường bằng 
,B, và dựng hình chiêu lần hai, trên đó ta được hình chiều lần hai b„. Các tọa 
độ cần tìm của điểm ø: 
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HÏỈNH 452. 


x=Omn,lk, y= nubum, Z= b„B,Jn, 


ở đây k, m, n—các hệ sô biền dạng. 


Khi vẽ các hình chiêu trục đo, thông thường người ta không dùng 
chính các hệ sô biên dạng, mà dùng các đại lượng nào đó tỉ lệ với các 
hệ sô " dạng. Các đại lượng này ta sẽ gọi là hệ sô biên dạng 
qui rớc Ì. 

Khi cho các hệ sô biên dạng qui ước, có thê lây hệ sô lớn nhât bằng 
đơn vị, điều này làm đơn giản dựng hinh. 

Nêu trên mặt phẳng P lây tùy ý bôn điểm O„ A„ -B, và C, 
trong đó bât ky ba điêm nào cũng không thằng hàng, rồi nôi các điểm 
đó đôi một bằng các đường thẳng, ta được một hình gọi là /ứ giác 
toàn phần (O„,4,B,C,); đó là tứ giác với các đường chéo của 
nó (hình 453a). Nêu tiêp đó, qua các điểm này ta vạch những đường 
thằng song song với nhau và lây trên mỗi đường thăng một điểm tùy 
ýO, A, B, C sao cho tât cả các điểm đó không thuộc một mặt phẳng, 


! Tên gọi «qui ước» đôi với các hệ sô (chỉ sô) biên dạng được Ñ. F. Chêverukhin và 
E.A. Gladunôp sử dụng trong công trình ‹(Trục đo», 1953. 
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thì trong không gian nói chung tạo nên một tứ diện nào đó ! O4BC. 
Hiện nhiên có tập hợp vô tận các tứ diện trong không gian mà hình 
chiêu song song là tứ giác toàn phần O,4,B,C,. Trong SÔ Các 
tứ diện này có tứ diện có góc tam diện vuông ở điểm Ó và có các cạnh 
bằng nhau Ó41, Óð, ÓC; tứ diện như vậy có thê coi là /' điện ?l lệ 
xích ?, nghĩa là ba cạnh bằng nhau và vuông góc đôi một của tứ diện 
đó là các trục tọa độ tỉ lệ xích trong không gian (hình 453b). Đó là nội 
dung của mệnh đề cơ' bản của hình chiều trục đo (hay là «định lý cơ bản 
của trục đo») được nêu dưới đạng sau: /⁄ giác toàn phần bât kỳ trên 
mặt phẳng bao giờ cũng có thê coi là hình chiêu SONg S018 của một tứ 
diện tỈ lệ xích nào đó. Vì vậy, bât kỳ ba đường thắng nào đi qua một 
điểm trên mặt phẳng và không trùng nhau đều có thê coi là trục trục ` 
đo, nghĩa là lây làm hình chiêu của các trục tọa độ vuông BÓC, và ba 
đoạn thẳng, bât kỳ đặt trên các đường thăng đó từ giao điểm của 
chúng có thể được lây làm các đơn vị trục đo 3 tương ứng với tỈ lệ đã 
._i của các hệ sô biên dạng. 


Nêu cả ba hệ sô biên dạng bằng nhau (k = z = n) thì hình chiêu 
trục đo gọi là đẳng rrắc; nêu chỉ có hai hệ sô biên dạng bằng nhau (ví dụ 
& = n, nhưng m không bằng &, hoặc k = m nhưng ø không bằng #) thì 
hình chiêu gọi là øhj rắc; cuôi cùng, nêu k # m, k # n, m # n thì hình 
chiêu gọi là am rrắc *. 

Nêu hướng chiêu không vuông góc với mặt phẳng P, thì hình chiêu 
trục đo có tên gọi frục ẩo xiên góc. Trường hợp trái lại, hình chiêu trục 
đo gọi là /rục ẩo vuông góc. 

Để so sánh ta hãy hình dung mặt cầu trong các hình chiêu trục đo 
vuông góc và xiên góc. Trong trường hợp thứ nhât, các đường sinh 
của mặt trụ chiêu bao cầu vuông góc với mặt phẳng các hình chiêu trục 


' Tứ diện— trong trường hợp đã cho là chóp tam giác có dạng bât kỳ. 

? Tên gọi «tứ diện tỉ lệ xích» được N.F. Chêverukhin dùng. 

3 «Mệnh đề cơ bản của phép chiêu trục đo» được K. Polke phát biểu năm 1851 
dưới dạng định lý sau: ba đoạn thắng bât kỳ xuât phát từ một điểm trên mặt phẳng có 
thể nhận làm hình chiêu song song của ba đoạn thẳng bằng nhau và vuông góc đôi một 
trong không gian. Năm 60 của thê kỷ qua, G.Sơvac mở rộng định lý Polke và chứng 
minh rằng tứ giác toàn phần bât kỳ trên mặt phẳng bao giờ cũng có thể coi là hình chiêu 
šong song của tứ diện đồng dạng với tứ diện bât kỳ cho trước. Độc giả quan tâm tới 
chứng minh của định lý xin xem sách của E. A. Gladunôp và N. F. Chêverukhin đã ghi 
ở chú thích trên, hoặc xem sách của N.A. Glagôlep «Hinh học họa hình». 

* Hy Lạp cô ‹dsos»—như nhau; hình chiêu đẳng trắc— hình chiêu có các hệ sô 
biên dạng như nhau theo tât cá ba trục; «đi» — hai; hình chiêu nhị trắc— hình chiêu có 
hệ sô biên dạng như nhau chỉ theo hai trục; «treis»— ba; hình chiều tam trắc — hình 
chiêu có các hệ sô biên dạng khác nhau theo cả ba trục. 
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HÌNH 453. 


đo: vì trụ chiêu là tròn xoay, nên hình chiều trục đo vuông góc của mặt 
cầu là vòng frÒn. ` 

Còn trong trường hợp chiêu xiên góc, giao của mặt chiêu với mặt 
phẳng các hình chiêu trục đo là elIp; trên hình chiêu trục đo xiên góc, 
hình biểu diễn mặt cầu mât tính nỗi của hỏ. 

Trong thực tê dựng các hình biểu diễn nôi thường người ta chỉ áp 
dụng một sô tổ hợp xác định về hướng các trục trục đo và các hệ sô 
biên dạng (hoặc hệ sô biên dạng qui ước). 


72. Hình chiêu trục đo vuông góc. Hệ sô biên dạng 
và góc øiia các frục 


I. Ta hãy lây mặt phăng hình chiêu trục đo sao cho nó cắt cả ba 
trục tọa độ (hình 454 bên trái) ở các điềm X, Y, Z. Trong trường hợp 
các hình chiêu trục đo vuông góc, đoạn ÓỚ, vuông góc với mặt 
phẳng P. Các đoạn Ó,X, Ó,Y và O,Z (hình chiêu trục đo của 
các đoạn thẳng lên các trục) là các cạnh øóc vuông của các tam giác 
vuông, còn chính các đoạn trên các trục tọa độ là các đường huyền. Từ 
đó O„x: OX = cosd, O0,ŸY:OY=cosỹ, O,Z:02Z = coSỷ. 
Nhưng các tỉ sô đó chính là các hệ sô biên dạng k, m và ø. Do đó 
k = COS0, 7# = cOS , ñ = cosy. Với đoạn ÓÓ,, các cosin của các góc 
ơ, Bị, y¡ (hình 45⁄4 bên phải)—các góc phụ của ơ, và y, là các 
cosn chỉ phương. VÌ vậy cos2ơ; + cos2¡ + cos2?y¿= l1, và vì 


! Nhắc lại cách tính hệ thức đó (hình 454 bên phải): 
OK*=OX?+(OY?+(OZ2?; nhưng (OØOX=OK-cosơ, (OY=OK-cosj, và 


@Z= OK-cosyt, từ đó OK* = OK”cos”ơ; + ÓK? cos?B, + ÓK? cos”y\, 
suy ra l = cos2ơ; + cos? ¡ + cos?y},. 
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=(x/2)—0Œ,y V.V.. nên sin?œ+sin?B + sin?y=l, nghĩa là 
| — cos“ơ + Ì — cos?B + l — cos2y = ], từ đó suy ra 
cos“ơ + cos”B + cos2y = 2. Như vậy, k2 + m2 + n? = 2, nghĩa là với 
hình chiêu trục đo vuông góc, tông bình phương các hệ sô biên dạng bằng 
hai. 
2. Hinh chiêu đẳng trắc1!. Vì k = m = n, nên 3k2 = 2. Từ đó 


k = 12/3 x 0.82. 


Điều này có nghĩa là trong hình chiêu vuông góc đẳng trắc, theo 
mỗi trục (hoặc theo những đường thắng hướng song song với các trục 
đó) thu ngắn lại + 0,82. 

3. Hinh chiêu nhị trắc. Hai hệ sô biên dạng bằng nhau, hệ sô thứ 
ba không bằng hai hệ sô kia. Nêu lây k = øò và chọn mm = kJ2 ta được: 


2k? + 1/4k? = 2, k = 8/9 = 242/3 x 0,94. 


L Từ «Hình chiêu đăng trắc» do Uyliam Faric đề xuât đầu tiên năm 1920 trong các 
báo cáo đọc ở Kembrit (Anh). Trong các báo cáo này, Faric trình bày lý thuyêt 
hình chiêu đẳng trắc; chính ông đã áp dụng các hình chiêu này trong kỹ thuật và 
phô biên rộng rãi chúng. Kiên thức chung về hình chiêu đẳng trắc vuông góc được trình 
bày đầu tiên bằng tiêng Nga năm 1855 trong bài báo của giáo sư A.H. Pêđer tại Học 
viện Kỹ sư giao thông ở Petecbua (1809 — 1872). N. I. Macarôp đã trình bày sâu hơn về 
vần để hình chiêu đẳng trắc như là trường hợp đặc biệt của hình chiêu trục đo vuông 
Bóc, sau đó V.I. Cuôcđiumôp đã dành một loạt công trình cho hình chiêu trục đo. V. I. - 
Cuôcđiumôp đề nghị áp dụng loại giây đặc biệt trên đó có lưới các đường thẳng ứng với 
hướng các trục trong hình chiêu đẳng trắc. Vân đề dùng loại giây như vậy để vẽ phác 
trên đó theo hình chiêu đẳng trắc đã gợi ý cho V.!. Cuôcđiumôp nhờ công trình kỹ 
thuật thực hành của ông. 
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Như vậy, trong hình chiêu vuông góc nhị trắc, theo hai trục (trong 
trường hợp đã cho, theo các trục Ø,x và O,z) hoặc theo các 
đường thẳng song song với các trục đó, thu ngắn lại là + 0,94, còn 
theo trục thứ ba (trong trường hợp đã cho, theo trục @,y)—thu 
ngắn lại + 0,47, 

4. Mặt phằng các hình chiêu trục đo cắt các mặt phẳng tọa độ và 
tạo nên tam giác gọi là /zm giác vêt. 

Ta hãy chứng minh rằng /rong hình chiêu trục đo vuông góc, các trục 
đo là đường cao của tam giác yêt. 

Thực vậy (hình 455), nêu OO,.L P thì OKX L XY và theo định lý 
về ba đường vuông góc ZK L XY. Tương tự XÄM⁄ L YZ. Điễm Ó, là 
giao điêm của các đường cao (/rự“e tâm) của tam giác vêt. 

Hơn nữa, írong hình chiều trục ảo vuông góc, tam giác vêt là nhọn 
Sóc. 

Thật vậy, trong trường hợp này, trực tâm ở bên trong tam giác đó; 
vị trí này của trực tâm chỉ xảy ra với tam giác nhọn góc. 

Từ đó suy ra các góc XØ,Z, XÓO,Y và YO,Z là góc tù. Thật 
vậy, vì tam giác vêt là nhọn góc nên góc giữa các đường cao bỗ sung 
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ì, 


Như vậy, trong hình chiêu vuông góc nhị trắc, theo hai trục (trong 
trường hợp đã cho, theo các trục Ở,x và Ø„z) hoặc theo các 
đường thắng song song với các trục đó, thu ngắn lại là + 0,94, còn 
theo trục thứ ba (trong trường hợp đã cho, theo trục @Ø„y)— thu 
ngắn lại + 0,47. 

4. Mặt phẳng các hình chiêu trục đo cắt các mặt phẳng tọa độ và 
tạo nên tam giác gọi là (am giác vêt. 

Ta hãy chứng minh rằng /rong hình chiêu trục đo vuông góc, các frục 
ẩo là đường cao của tam giác vêt. 

Thực vậy (hình 455), nêu OØ,.L P thì OX L XY và theo định ly 
về ba đường vuông góc ZK L XY. Tương tự XM L YZ. Điêm Ø, là 
giao điểm của các đường cao (/rc tâm) của tam giác vÊt. 

Hơn nữa, rong hình chiêu trục đo vuông góc, tam giác vêt là nhọn 
góc. 

Thật vậy, trong trường hợp này, trực tâm ở bên trong tam giác đó; 
vị trí này của trực tâm chỉ xảy ra với tam giác nhọn góc. 

Từ đó suy ra các góc XỚØ,Z, X,Y và YØ,Z là góc tù. Thật 
vậy, vì tam giác vêt là nhọn góc nên góc giữa các đường cao bô sung 
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_ góc nhọn thành 180°, ví dụ ¿ MO,K = 180° — /£ XO,K, nhưng 
¿ XƠ,K nhọn nên ¿ M/O,K tù. 

Nhưng từ đó không buộc là trong hình chiêu trục đo vuông góc chỉ 
có thê áp dụng sơ đổ vị trí các trục như đã chỉ ra, ví dụ, trên hình 456a. 
Giả thiêt ta kẻo dài trục x ngoài điểm O, về bên phải lên phía trên và 
kéo dài trục y ngoài điểm Ó, về bên trái lên phía trên. Trong trường 
hợp như vậy, góc giữa các trục x và y kéo dài vẫn là tù, nhưng các góc 
tạo nên với trục z thành ra nhọn. Tuy nhiên, dễ dàng xác lập rằng 
trong hình chiêu trục đo vuông góc, việc chọn các trục vẫn bị hạn ché, 
góc th giữ4 hai trục phải bị chỉa bởi trục thứ: ba kéo đài, còn góc nhọn 
giữa hai trục không thể bị chia bởi trục thứ ba kéo dài. 

5. Giả thiêt cho các trục của hình chiêu trục đo vuông góc (hình 
456a). Yêu cầu xác định các hệ sô biên dạng với vị trí đã cho của các trục. 

Trước hệt ta dựng một tam giác nào đó có các đường cao hướng 
song song tương ứng với các trục đã cho (hình 456b). Tam giác này 
giữ vai trò tam giác vêt. Góc XO,Y thu được như là hình chiêu của 
góc vuông giữa các trục x và y trong không gian. Chập lên mặt phẳng 
hình vẽ cả hai góc XÓ,Y và XOY bằng cách xoay góc XOY quanh 
đường thẳng XY tới vị trí trùng với mặt phẳng P (hình 456c). Trên 
hình 45ób chỉ rõ, chia đều XY ra hai phần bằng điểm C; và vạch nửa 
vòng tròn từ điểm đó với bán kính Œ,X, ta có thể chiêu điểm O 
theo đường vuông góc với XY lên nửa vòng tròn. Điểm O, là đỉnh 
ØÓCc vuông giữa các trục x và y trong không gian sau khi xoay. 

Bây giờ các hệ sô biên dạng cần tìm được xác định từ các hệ thức 
O,X:O,X=k và O,Y:O,Y=m. ĐỀ xác định hệ sô n, ta có 
thê áp dụng công thức &k? + z2? + n2 = 2, hoặc dựng nửa vòng tròn 
trên XZ⁄ dùng làm đường kính và lây tỉ sô Ó,X:O;X = n. 

6. Trên đây đã tính trị sô của các hệ sô biên dạng cho các hình chiêu 
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đẳng trắc và nhị trắc vuông góc. 7heo trị sô của các hệ sô biền dạng, từ: 
tam giác vêt! có thê xác định độ lớn các góc giữa các trục đôi với các 
hình chiêu trục đo vuông góc. 

Hình chiêu đăng trắc (hình 457). Chúng ta xét hình chiêu 
vuông góc, do đó đường thẳng OØ, vuông góc với mặt phẳng của 
tam giác vềt. 

Các hệ sô biên dạng trong hình chiêu đẳng trắc bằng nhau: 
k = m = "; do đó, cosơ = cosj = cosy và ơ =  = y (góc nhọn). 

Từ đó suy ra tam giác vêt của hình chiêu đẳng trắc là ram giác đều 
và do đó trong tam giác vêt, mỗi góc XØ,Z, XO,Y, YO,Z đều 
bằng 120°. 

Như vậy với hình chiêu đẳng trắc, vị trí các trục như chỉ trên hình 
457 bên phải. 


' Chính xác hơn, từ các tam giác đồng dạng với các tam giác vêẽt. Dựng các trục 
trong hình chiêu trục đo vuông góc theo các hệ sô biên dạng nói chung có thể thực hiện 
trên cơ sở định lý Vaibac: «Trong hình chiêu trục đo vuông góc, các trục trục đo là phân 
giác của các góc của tam giác có các cạnh tỈ lệ với bình phương các hệ sồ biên dạng». 
Độc giả quan tâm tới chứng mính xin xem sách đã ghí ở chú thích mục 71. 
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Mặt phẳng các hình chiêu đẳng trắc cắt các bán trục dương 
trong hệ hình chiêu vuông góc như chỉ trên hình 458a. Mặt phắr: 
phẳng tọa độ một góc ồ + 55°, chính xác hơn. 54°45“1, 

Hiển nhiên, các mặt phẳng ở vị trí tương tự như chỉ trên hình 458c và các hình 


thuộc các mặt phẳng đó được biểu diễn trên hình chiêu đẳng trắc dưới dạng đường 
thẳng. 


x, ÿ, z được biểu điễn 
ø này tạo với mỗi mặt 


Hình chiêu nhị trắc. Ở đây, hai trong ba hệ sô biên dạng 
bằng nhau; ta sẽ xét trường hợp khi k = n, k = 2m. Trong trường hợp 
này, góc giữa các trục trục đo OØ,z và O„y phải bằng 131°25“, còn 
trục Ở,x tạo với đường vuông góc với trục O„,z góc 7°10. 

Ta hãy chứng minh điều này. Giả thiệt k = ø, do đó a = Y và OX = OZ (hình 457 
bên trái). Chọn đoạn OX làm đơn vị, ta được XZ = xv⁄2. Xét hình chiều nhị trắc trong 
đó k = n = 2⁄2J3 và m = V2J3, ta có thể viềt O, X = O/Z = 2423. 
Vì QX = ÓZ, nên XY = ZY, nghĩa là tam giác XYZ trong trường hợp đã cho là cân. 


Trong tam giác này (hình 459), đường cao YK chia cạnh XZ làm hai phần bằng 
nhau, nghĩa là: 


XK = KZ = XZJ2 = 22. 

Xét tam giác vuông O,KZ: 
sin ồ = ZK/O,Z = (2/2): (22/3) = 0,15. 
Góc ồ + 48°35; 2 = 97°10”. Từ hình vẽ, rõ ràng 
¿ SO,X  7°10, vì O,S 1O Z. 

Hơn nữa, chú ý rằng: 
¿ KO,S  48°35 — 7°10' = 41525. 

Như vậy, trên hình 459 bên phải ta có vị trí các trục đôi với hình 
chiêu nhị trắc, trong đó các hệ sô biên dạng tạo nên tỉ lệ l 4° 5. 3 g l 

Có thê dựng trục @,x, lầy tg7°10 bằng 1/8 và dựng trục O,y, 
lây tg41°25/ bằng 7/§. Trục Ø„y có thể dựng bằng cách khác— kéo 
dài phần giác của góc zØ,x (xem hình 459 bên trái). Cách này tôt 
hơn. 

Nêu mặt phẳng của hình chiêu nhị trắc được xét cắt các bán trục dương x, y, z và 
được biểu diễn trong hệ hình chiêu vuông góc, ta được hình vẽ trên hình 460a, trong đó 
góc Ii x 20940 (OP,:ÓP, = tgụ ~ 0,377)2. 

Như vậy, nêu mặt phẳng của hình chiêu nhị trắc được biểu điễn trong hệ hình chiêu 


vuông góc thì cần (xem hình 460a) đặt OP. =OP, và OP, ~ 0.377.OP,, hay 
làm tròn, 0,4.@P.. 


Rõ ràng các mặt phẳng ở vị trí tương tự như trên hình 460c và những hình thuộc 
các mặt phẳng đó được biểu diễn trên hình chiêu nhị trắc dưới dạng đường thăng. 


Các đoạn thẳng ở vị trí song song với các trục tọa độ trong không 
gian trên hình chiêu trục đo bị rút ngắn lại; sự rút ngắn được biếu thị 


' Xin xem lần xuât bản trước của giáo trình này. 
¿ Độc giả quan tâm tới kêt luận trên xin xem giáo trình này trong lần xuât 
bản trước. 
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bằng các hệ sô biên dạng tương ứng. Nhưng trong sô các đoạn thắng 
trong không gian, có nhữ ng đoạn thắng mà kích thước không thay đôi 
trong hình chiêu trục đo của chúng. Đó là những đoạn thẳng đặt trong 
không ø1an Song song với một cạnh nào đó của tam giác vêt. Thật vậy, 
mỗi đoạn thăng ở vị trí, ví dụ, song song với vết XY (hình 457, bên 
trải) và trong sô đó chính đoạn XY bảo tồn độ lớn trong hình chiêu 
trục đo. Nhưng trong hình chiêu vuông góc, các đoạn đó vuông góc 
với các trục trục đo, vì là những đường thẳng song song với các cạnh 
của tam giác vêt. 


S— l1 ..... 
+ 4/25 
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Chúng ta giới hạn chỉ xét hai hình chiều trục đo vuông góc— hình 
chiêu đẳng trắc và nhị trắc, với tỉ lệ các hệ sö biên đạng 1:0,5: I và các 
trục ở vị trí như trên hình 459. Sau này, khi dùng tên gọi hình chiêu 
đằng trắc và nhị trắc là ta nói về các hình chiêu trục đo vuông góc đã 
chọn này. 

Trong thực tê dựng các hình chiêu nói trên người ta cho phép các 
điều sau: 

|. Trên hinh chiêu đẳng trắc, phần lớn không dùng các hệ sô biên 
dạng ^/2/3 ( + 0,82), mà thay bằng hệ sô qui ước bằng đơn vị: 

2. Trên hình chiêu nhị trắc, thông thường không dùng các hệ sô 
biên dạng 2x/⁄2/3 (+ 0,94) và ^⁄2/3 (x 0,47), mà thay bằng các hệ sô 
qui ước tương ứng I và 0,5. 

Thay trị sô của các hệ sô biên dạng tự nhiên bằng những sô thuận 
tiện hơn (các hệ sô biên dạng qui ước) cho thuận lợi đáng kê trong các 
dựng hình thực tê. ỞỜ đây có sự phóng to nào đó của các hình biêu 
diễn ít thây rõ trong hình chiêu nhị trắc hơn là trong hình chiêu đẳng 
trắc. Sự phóng to này chỉ không thể châp nhận trong các trường 
hợp đặc biệt về dựng hình; khi đó cần áp dụng các hệ sô biên dạng 
tự nhiên. 

Sự tăng độ dài của các đoạn thẳng trong hình chiêu đăng trắc 
dựng theo các hệ sô biên dạng qui ước được biểu thị bằng tỉ 
sô 1:(4⁄2/3) + 1,22, còn trong hình chiêu nhị trắc —bằng tỈ sô 
1:(2A⁄2/3) + 1.06. 

Ví dụ, các đoạn thăng song song với các cạnh của tam giác vêt 
trong không gian và do đó trên hình chiêu trục đo, được đặt theo các 
hướng vuông góc với các trục trục đo, trong hình chiêu đẳng trắc dài 
gâp 1,22 lần so với độ dài thật, còn trong hình chiêu nhị trắc gầp 
I,06 lần. 


73. Dựng hình chiêu trục đo vuông góc của vòng tròn 


1. Ta hãy bắt đầu từ bài toàn tông quát — dựng. hình chiêu trục đo 
vuông góc của vòng tròn nằm trong một mặt phẳng thường Q nào đó. 
Nêu mặt phẳng Ó tạo với mặt phẳng hình chiều trục đo P một góc 
nhọn o (hình 461) thì hình chiêu trục đo của vòng tròn là ep. Trục lớn 
của elip này là hình chiêu của đường kính vòng tròn song song với 
đường thẳng giao tuyên Ä⁄N của các mặt phẳng ?P và Q; trục nhỏ của 
elip sẽ là hình chiêu của đường kính vòng tròn ở vị trí vuông góc với 
đường thằng 1N, nghĩa là nằm trên đường thắng xác định độ dôc của 
mặt phẳng Ó đôi với mặt phẳng P. Nêu điểm C là tâm vòng tròn năm 
trong mặt phẳng Ó, thì trục nhỏ elip khi chiêu vòng tròn này lên mặt 
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phẳng P sẽ là đường thằng Œ„K. Kích thước trục nhỏ elip sẽ phụ 
thuộc độ lớn góc @ giữa các mặt phằng Ó và P; nêu (hình 462) 
đoạn CB bằng bán kính (R) của vòng tròn, thì trục nhỏ elip 
C.B, = R cosọ. 

2, Nêu ọ=0° thì €,B,= ®: mặt phẳng Ó, (hình 463) song 
song với mặt phẳng hình. ghiền trục đo P và hình chiêu trục đo của 
vòng tròn nằm trong mặt phẳng O, là VÒNg tròn. 

Nêu ọ=90”° thị CC B,=0: mặt phẳng @, (hình 463) vuông 
góc với mặt phẳng hình chiều trục đo P và hình chiêu trục đo của vòng 
tròn nằm trong mặt phẳng Ó; là đoạn thẳng. 

Trong trường hợp, khi vòng tròn chiêu thành elip, có thê dựng hình 
chiêu của hai đường kính bât kỳ vuông góc với nhau. Ta được hai 
đường kính liên hợp của elip, điều này sẽ cho khả năng dựng chính elip và 
tìm các trục của nó theo các đường kính liên hợp này. 

3. Trong trinh bày tiêp sau, ta xét việc dựng trực tiêp các trục 
elip—— hình chiêu trục đo vuông góc của vòng tròn, điều này dẫn đên 
tìm hướng và độ lớn của trục nhỏ elip. 


Vì độ lớn của trục nhỏ elip chỉ phụ thuộc độ lớn đường kính vòng tròn được biểu 
diễn và phụ thuộc độ lớn góc @ (xem trên), nên rõ ràng trong rât nhiều trường hợp sẽ 
được các clip hình chiêu của các vòng tròn— với các trục có độ lớn lặp lại. Muôn 
vậy cần và đủ là mọi vòng tròn có cùng đường kính và nằm trong các mặt phẳng tạo 
với mặt phẳng hình chiêu trục đo các góc bằng nhau. 






kS 
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`⁄77 


Các mặt phẳng như vậy tip xúc nón tròn xoay có trục vuông góc với mặt phẳng 
hình chiêu trục đo và đường sinh tạo với mặt phẳng đó góc . Ta gọi nón đó là nón 
định hướng. 

Ví dụ, các vòng tròn nằm trong các mặt phẳng bằng, mặt và cạnh được biểu diễn 
trong hình chiêu đằng trắc dưới dạng các elip, trục nhỏ + 0,58 độ dài trục lớn (xem 
tiêp). Nhưng nêu lây vòng tròn trong một mặt phẳng nào đó tạo với mặt phẳng hình 
chiêu đẳng trắc một góc + 54°45“, nghĩa là góc do các mặt phẳng Zï,W,HW/ tạo với mặt 
phẳng hình chiêu trục đo, thì tỈ sô giữa các độ lớn của trục nhỏ và trục lớn elip— hình 
chiêu đẳng trắc của vòng tròn— cũng sẽ + 0,58. 

Ta hãy hình dung tứ diện vuông tạo bởi các mặt phẳng hình chiêu và mặt phẳng 
hình chiêu trục đo, đặt trong đó nón định hướng, có đỉnh ở điểm 0, vòng tròn đáy nội 
tiêp tam giác vêt và đường sinh tạo với mặt phẳng hình chiêu đẳng trắc góc 
ọ = 54°45/(tg = X2). Các vòng tròn nằm trong các mặt phằng tiêp xúc với nón định 
hướng được biếu diễn trong hình chiêu đẳng trắc bằng các elip, có trục nhỏ là + 0,58 độ 
đài trục lớn. 

Như vậy ta thu được rât nhiều elip bằng nhau là hình chiều trục đo của các vòng 
tròn cùng đường kính — trong tập hợp các vị trí đôi với các trục trục đo. 

Nhưng các elip có thê được lặp lại không chỉ về độ lớn, mà cả về vị trí đôi với các 
trục trục đo, nghĩa là có thể thu được những elip— hình chiêu bằng nhau và cùng 
hướng, tuy rằng các vòng tròn góc không nằm trong các mặt phẳng song song với nhau. 
Nêu ta hình dung hai nón định hướng bằng nhau đặt trên mặt phẳng hình chiêu trục đo 
về hai phía, xét các mặt phẳng tiêp xúc với các nón định hướng và có chung vêt lên mặt 
phẳng hình chiêu trục đo (hoặc các mặt phẳng song song với các mặt phẳng đó), thì các 
vòng tròn có đường kính bằng nhau nằm trong các mặt phẳng đó được biêu diễn trong 
hình chiêu trục đo bằng các elip bằng nhau và cùng hướng. 

4. Bây giờ ta xét phương pháp dựng trục nhỏ của clip là hình 
chiêu trục đo vuông góc của vòng tròn bán kính ® nằm trong mặt 
phẳng Q tạo với mặt phẳng hình chiêu trục đo P một góc nhọn @ nào 
đó. Giả thiêt ở điểm C€ (hình 462) ta dựng đường vuông góc CD với mặt 
phẳng Ó. Hình chiêu của đường vuông góc này lên mặt phẳng P nằm 
trên cùng đường thẳng € „K, trên đó có trục nhỏ elip——hình chiêu 
trục đo của vòng tròn trong mặt phẳng Q được vẽ từ tâm C. 

Do đó, hình chiêu lên mặt phẳng P của dường vuông góc vởi mặi 
phẳng Q xác định hướng trục nhỏ clip. 
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Nêu trên đường vuông góc này đặt từ điểm Œ đoạn CD = Ñ và 
dựng tam giác vuông CED, thì có thê xác định rằng A CED = ACB,B 
và cạnh góc vuông DE= BB,= C,B,= R cosọ, nghĩa là bằng 
nửa trục nhỏ elip. Cạnh góc vuông thứ hai của tam giác này — cạnh 
CE bằng C,D,, nghĩa là bằng hình chiêu củà chính đoạn CD lên 
mặt phẳng hình chiêu trục đo P. 

Như vậy, có thể thực hiện như sau việc dựng các trục của elip là 
hình chiêu trục đo của vòng tròn bán kính ®& nằm trong mặt phẳng 
thường : 

a) Trên hình vẽ (hình 464, bên trái), từ tâm C của vòng tròn vạch 
đường vuông góc với mặt phẳng Q và đặt trên đường vuông góc đó 
đoạn CD = R; -ˆ 

b) Trong hệ trục trục đo đã cho dựng theo tọa độ của các điểm 


ứ 





lạ 
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C và D hình chiêu trục đo của đoạn CD là đoạn Œ,D, (hình 464, 
bên phải). Đoạn này sẽ cho hướng trục nhỏ elip; 

c) Xác định kính thước bán trục nhỏ elip. Muôn vậy vạch qua 
C, đường vuông góc với Œ,D, cắt đường này bằng cung bán 
kính ® vạch từ tâm D,, rồi đặt trên đường thẳng C„D, theo cả 
hai phía từ C, đoạn CŒ, thu được có chiều dài bằng R coso; ta 
được trục nhỏ elip (0,5; = 2Ñ cos @); 

d) Trên đường vuông góc dựng từ điểm Œ, tới đường thẳng 
C)D,, đặt các đoạn Cai và j2; bằng bán kính & của 
vòng tròn được biểu diễn, ta được trục lớn của elIp (a¡a; = 2R). 

Elip có thể vẽ theo các trục tìm được; 

5. Ta áp dụng phương pháp đã chỉ ra để vẽ trục elip là hình chiêu 
trục đo vuông góc của vòng tròn cả trong những trường hợp, khi vòng 
tròn nằm trong mặt phẳng chiêu. Trong đó tách ra vân để dựng các 
hình chiêu của đoạn thằng theo độ dài đã cho #® của nó: nêu vòng tròn 
nằm trong mặt phẳng 7 (hình 465) thì đường vuông góc với mặt 
phẳng đó song song mặt phẳng Ƒ, do đó trên mặt phẳng này ta được 
hình chiêu dưới đạng đoạn thằng bằng đoạn thằng bị chiêu ÄÑ. 

Dựng hình được thực hiện cho hai vị trí: trên hình 465, vòng tròn 
bán kính #® nằm trong mặt phẳng chiêu đứng 7; trên hình 4652— trong 
mặt phẳng chiêu bằng ,Š. Cũng như trong trường hợp mặt phẳng 


! "Trên hình 464, hình vẽ được thực hiện trong hình chiêu đẳng trắc với các hệ sô 
biên dạng tự nhiên (x⁄2/3 + 0,82). 

? Trên hình 465, dựng hình được thực hiện trên hình chiều đằng trắc với hệ sô biên 
dạng qui ước; vì vậy, trên hình vẽ lây 1,22Ñ. Trên hình 466 thực hiện vẽ trên hình chiều 
nhị trắc với hệ sô biên dạng qui ước; vì vậy, trên hình vẽ lây 1,06Â. 
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thường, cần vẽ theo tọa độ của các điểm € (tâm vòng tròn được biêu 
diễn) và D hình chiêu trục đo của đoạn CD bằng R; xác định bản trục 
nhỏ cũng nhờ phương pháp dựng hình giông như trên hình 464 và 
dựng elip theo các trục tìm được; 

6. Ta áp dụng phương pháp được trình bày cho trường hợp 
thường hay gặp trong thực hành, khi vòng tròn nằm trong mặt phẳng 
song song với mặt phẳng hình chiêu. Giả thiêt rằng vòng tròn nằm 
trong một mặt phẳng bằng Š nào đó (hình 467). 

Trong trường hợp như vậy, đường vuông góc dựng từ tâm vòng 
tròn tới mặt phẳng Š sẽ song song với trục z và hình chiêu trục đo của 
nó—đoạn D,C,—ở vị trí song song với trục trục đo Ở,z. 

Nhưng hình chiêu trục đo của đường vuông góc đó xác định 
hướng trục nhỏ elip. Như vậy, trục nhỏ elip trong trường hợp đã cho 
song song với trục Ó„z và trục lớn elip vuông góc với trục đó. Rõ 
ràng việc nghiên cứu các trường hợp khi các vòng tròn nằm trong các 
mặt phẳng mặt và cạnh đưa chúng ta đền kêt luận là: trục lớn elip 


P4 
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(rong trường hợp thứ nhât sẽ vuông góc với trục @,„y và trong 
trường hợp thứ hai— vuông góc với trục Ø,x. Biểu diễn trên hình 
468 là sơ đồ vị trí các trục elip trong hình chiêu trục đo vuông góc của 
các vòng tròn nằm trong các mặt phẳng tương Ứng song song với các 
mặt phẳng hình chiêu. 

Việc xác định kích thước bán trục nhỏ trong các trường hợp này 
có thê được thực hiện giông như đã nói ở trên. Theo các trục đã được 
dựng của clip ta dựng chính elip. 

Ta hãy áp dụng điều này cho các hình chiêu đẳng trắc và nhị trắc 
được xét ở trên. 

7. Hình chiêu đẳng trắc. Vì mặt phẳng của hình chiêu đẳng trắc 
nghiêng với các mặt phẳng hình chiêu #J, / và W dưới cùng một góc, 
nên chỉ cần xác định bán trục nhỏ của clip trong trường hợp khi vòng 
tròn bán kính Ñ nằm trong mặt phẳng song song với #7, 

Giả thiêt các tọa độ được đặt không nhân với 0,82. Trong trường 
hợp này, C,D, (hình 467 b và c) bằng R và từ điểm D, cần vạch 
cung có bán kính bằng I,22R cắt đường vuông góc với Œ,D,. Từ 
tam giác vuông CŒDK ta có: CK_ (trục .nhỏ elip) 
% V⁄(1,22R)? — R? + 0,7R. Tương ứng là trục lớn bằng 1,22R. 

Nêu đặt các tọa độ có tính đên hệ sô biên dạng 0,82 thì bán trục lớn 
clip bằng R, bán trục nhỏ bằng 0.58R. 

Như vậy, nêu vòng tròn đường kính DÐ nằm trong mặt phẳng bằng, 
mặt hoặc cạnh, thì trong hình chiêu đẳng trắc, trục lớn elip bằng D, 
trục nhỏ bằng 0,5§D. Nêu lây hình chiêu đẳng trắc với các hệ sô qui 
w#rỚc, thì các trục nói trên của elip cần được lây tương ng bằng 1,22D 
và 0,70. 

Có thê thêm 4 điểm nữa vào 4 điểm đầu mút của elip— đó là các 
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đầu mút của hai đường kính liên hợp của elip song song tương Ứng 
với hai trong các trục trục đo (phụ thuộc vào điều là mặt phăng của 
vòng tròn được Xét song sOn§ với mặt phẳng tọa độ nào). Các đường 
kính liên hợp này với sự phóng đại nói trên (1,22) bằng đường kính 
vòng tròn được biêu diễn. 


Ví dụ, giả thiêt cần dựng hình chiêu đẳng trắc của vòng tròn có đường kính 100m 
trong không gian nằm trong một mặt phẳng nào đó song song với mặt phẳng ƒ. Vị trí 
elip được xác định bởi các trục Ớ,y và @,z. Theo điều kiện này hoặc điều kiện khác, 
trên hình vẽ chọn tâm C và vạch: 

a) đường thằng vuông góc với trục x, rồi đặt trên đó trục lớn clip 
aa; = Ì22mH; 

b) đường thẳng song song với trục x, rồi đặt trên đó trục nhỏ clip 
b, b„ = T01; 

c) đường thẳng song song với trục ÿ; rồi đặt trên đó đường kính clip 
đị đ, = 1000mm; 

đd) đường thẳng song song với trục z, rồi đặt trên đó đường kính elip 
e¡¿e; = 100mm. 

Trên điểm tìm được cho phép vẽ elip đủ chính xác dù vẽ tay. Thông thường khi vẽ 
elip người ta không để lại trục nhỏ và trục lớn mà chỉ chỉ ra những hướng song song với 
các trục trục đo; trong đó, một trong các hướng mà ứng với trục vuông góc với mặt 
phẳng của vòng tròn được biểu diễn được đánh dâu bằng đường nét đậm. 

Kích thước trục nhỏ có thể thu được bằng phương pháp chỉ trên hình 462 bên 
phải: sau khi dựng trục lớn a4; của clip và đường vuông góc với nó ở tâm elip 
cạ;, tô vạch từ đầu mút trục lớn (ví dụ z) đường thắng song song với trục x, hoặc 
trục y, hoặc trục z tới giao điểm với đường vuông góc đó; đoạn e„b, thu được xác 
định bán trục nhỏ. 


$_ Hình chiêu nhị trắc. Vì mặt phẳng của hình chiêu nhị trắc chỉ 
nghiêng cùng một góc đôi với hai mặt phằng hình chiêu ⁄ và W, nên 
cẩn xác định bán trục nhỏ elip cho trường hợp khi vòng tròn nằm 
trong các mặt phẳng song song với các mặt phẳng hình chiêu H và 
W/ và riêng cho trường hợp khi vòng tròn nằm trong mặt phẳng song 
song với mặt phẳng ỨE. 

Áp dụng dựng hình tương tự như đã chỉ trên hình 467, ta được 
trong trường hợp này (hình 470) C,D,// trục z và trong trường 
hợp kia Œ,D,// trục y, do đó, trong trường hợp thử nhât €„D, = 
=R và trong trường hợp thứ hai ŒUD,=0,5R với R—bán 
kính vòng tròn được biêu diễn trên hình chiêu nhị trắc (cần nhớ là 
hình chiêu nhị trắc được dựng theo các hệ sô biên dạng qui ước 
1?U5?1}. 

Từ các tam giác vuông €,D,„K (hình 470) suy ra trong trường 
hợp thứ nhât Œ,K (bán trục nhỏ elip) bằng 


X(1,06R)? - R? + 0,35R, 
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và trong trường hợp thứ hai bằng 
⁄(1,06R)? — (0,5R)? x 0,94R. 


Như vậy, nêu các vòng tròn đường kính D nằm trong các mặt 
phẳng bằng và cạnh (hoặc song song với các mặt phẳng đó), thì trên 
hình chiêu nhị trắc, trục lớn elip bằng D, còn trục nhỏ bằng D/3. 

Nêu vòng tròn đường kính D nằm trong mặt phẳng mặt (hoặc 
song song với mặt phẳng mặt) thì trên hình chiêu nhị trắc của vòng 
tròn đó, trục lớn elip bằng D và trục nhỏ bằng 0,880. 

Nhưng vì hình chiêu nhị trắc được dựng theo hệ sô biên dạng qui 
ước, nên với các vòng tròn nằm trong các mặt phẳng bằng và cạnh 
(hoặc song song với các mặt phẳng đó), cần lây trục lớn elip bằng 
I,06Đ và trục nhỏ bằng 0,35D; còn với vòng tròn nằm trong mặt 
phẳng mặt (hoặc song song với mặt phẳng mặt)— trục elip cần lây 
bằng 1,06D và 0,94D. 


Trên hình 471 cho dựng hình của tám điểm đôi với mỗi elip trong hình chiêu nhị 
trắc Trong mọi trường hợp, trục lớn 4= 1,062, các đường kính 
ƒ\ ƒ› = se; = D, đường kính địd, = 0,5D;, còn về trục nhỏ bb, thì 
trong hai vị trí bằng 0,35D và trong một vị trí (khi trục nhỏ song song trục y) bằng 
0,940. 
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HỈNH 472. £ "Ă 


Cũng như trong hình chiêu đẳng trắc, trên hình vẽ elip người ta chỉ chÌ ra những 
hướng song song với các trục (xem hình 471, bên phải). Với elip có trục nhỏ Song song 
với (trục y có thể tìm điểm b, bằng cách vạch từ điểm a¡ đường thẳng song song 
với trục x (nêu qua điểm a, vạch đường thẳng song Song với trục z, ta được 
điểm b,). 

9. Trong đoạn dưới đây nêu ra một cách tính khác trị sô của 
các hệ sô để tính độ lớn của trục nhỏ elip biểu điễn vòng tròn nằm 
trong không gian trong mặt phẳng tọa độ xỢy, hoặc xÓz, hoặc yÓz 
(hoặc song song với các mặt phẳng đó). Trên hình 472 vẽ các mặt 
phẳng hình chiêu trục đo chập với mặt phẳng hình vẽ, nghĩa là ở 
vị trí mặt phẳng mặt: l) mặt phẳng hình chiêu đẳng trắc; 2) mặt 
phẳng hình chiêu nhị trắc (1:0,5:1); 3) cũng vậy, nhưng trục y 
ở vị trí thẳng đứng. Trong tât cả mọi trường hợp còn cho hình biểu 
diễn trên mặt phẳng cạnh bổ sung, thêm vào đó biểu diễn các mặt 
phẳng hình chiêu trục đo (P7) và các trục tọa độ trong vị trí của 
chúng đôi với mặt phẳng hình chiêu trục đo trên hình chiêu đẳng 
trắc và nhị trắc. 

Vì trên hình chiêu đẳng trắc, các góc giữa các trục tọa độ Ox, Óy, 
OÓz và mặt phẳng hình chiêu đăng trắc là như nhau, còn hệ sô biên 


Mọi tính toán được cho với các hệ sô tự nhiên, không phải hệ sô qui ước.. 
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dạng trong cả ba trường hợp bằng v23), nên dựng hình chiêu 
@7„z” dẫn đên dựng góc @ theo trị sô của cosin: cos@ = 2/3. Vì trục 
Oz trong không gian nằm trong mặt phẳng cạnh, nên hình chiêu cạnh 
của mặt phẳng tọa độ xÓOy là đường thắng nghiêng 90° đôi với 
8 Áe vệ 

Bây giờ có thể chuyển sang tính hệ sô để xác định độ lớn của trục 
nhỏ elip khi dựng hình chiêu đăng trắc của vòng tròn được đặt trong 
mặt phẳng tọa độ xÓy. Trong tât cả các đường kính của vòng tròn, 
đường kính bị thu ngắn nhât là đường kính nghiêng góc ð đôi với mặt 
phẳng hình chiêu đăng trắc. Giả thiết đó là đường kính với các hình 
chiêu ,ð, và b,b,, thêm vào đó 0,0, bằng đường kính vòng 
tròn (có tính đên tỉ lệ xích của hình về). 

Vì õ+@=90°, nên cosọ = 4⁄2/3 = sinồ. Nhưng để xác định 
bịạb, theo b,b; cần có 


cos ỗ = ⁄1 — sin?ồ = A1 — (2/3) = ⁄1/3 + 0,58. 

Như vậy, trên hình chiêu đăng trắc, để tính độ lớn của trục nhỏ elip 
theo độ lớn đường kính vòng tròn cần lây hệ sô 0,58 và nêu tính theo 
hệ sô biên dạng qui ước thì cần lây hệ sô 0,7. Điều này đúng với cả ba 
trường hợp: vòng tròn trong không gian nằm trong mặt phẳng bằng, 
hoặc mặt phằng mặt hoặc cạnh. 

Tiêp theo, chuyền sang hình chiêu nhị trắc (vị trí thứ hai và thử ba 
trên hình 472) cần chú ý đên điều là mặt phẳng hình chiêu nhị trắc chỉ 
nghiêng cùng một góc đôi với hai trục tọa độ là Óx và Øz. Vì vậy cho 
hai vị trí (thứ hai và thứ ba): trong vị trí thứ nhât, vòng tròn được xét 
nằm trong mặt phẳng xÓy (điều này mở rộng ra trường hợp vòng 
tròn nằm trong mặt phăng yOÓz); ở vị trí thứ hai, vòng tròn được xét 
nằm trong mặt phẳng xÓz. _ 

Theo các trị sô cost ở vị trí thứ hai: cos, = 242/3 và ở vị trí 
thứ ba: cos@› = X⁄2/3, ta được: 


COS Ô) = vI - (8/9) = 1/9 ~ 0,33, 
cosỗ; = A1 — (2/9) = ^/7/3 x 0,88, 


nêu tính theo hệ sô biên dạng qui ước ta được + 0,35 và + 0,94. 
74. Ví dụ về dựng hình trong hình chiêu trục đo đẳng trắc và 
nhị trắc 


Dưới đây dẫn ra một vài ví dụ dựng hình trong hình chiêu vuông 
góc đăng trắc và nhị trắc. 
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HỈNH 4733. 


I. Hình chiêu của mặt cầu. Trên hình 473 ở trên cho hình biểu diễn của 
mặt cầu trong hình chiêu đẳng trắc và nhị trắc. 

Trong cả hai trường hợp, mặt cầu được vẽ bị cắt đi một phần tám. Các vòng tròn là 
đường bao ngoài hình chiêu được vẽ với đường kính 1,22 trên hình chiêu đẳng trắc: 
với đường kính 1,068 trên hình chiêu nhị trắc, trong đó ® là bán kính mặt cầu. Trong cả 
hai trường hợp, các clip ứng với tiệt diện xích đạo và hai tiệt diện kinh tuyên. 

Trên hình 473 ở dưới, bên trái, cho hình biểu diễn mặt cầu trên hình chiêu đẳng 
trắc; trên phần thây của mặt cầu cho điểm 4. Ở bên phải vẽ hình chiêu lần hai đ,` 
(xem hình 449) và đường gâp khúc tọa độ ba khúc aa, 70, điều này cho 
khả năng xác định các tọa độ vuông góc của điểm 44 trong không gian. Dựng hình được 
thực hiện với giả thiêt mặt phẳng hình chiêu đẳng trắc ở vị trí mặt phẳng mặt và các trục 
tọa độ vuông góc x, y, z nghiêng đều với nó được chiêu không những lên mặt phằng đó, 
mà còn chiêu lên mặt phẳng cạnh bổ sung Ó. Ta được hệ mặt phẳng hình chiêu P, Ó và 
các hình chiêu a, và a„ của điểm 4 đã cho, thêm vào đó a„ thu được nhờ cắt mặt 
cầu bằng mặt phẳng 7. Hình chiêu lần hai của điểm 4 cũng được biểu diễn bằng hai 
hình chiêu: a„" và 4„”. 

2. Giao tuyên của trụ và nón cắt bởi mặt phẳng. Trên hình 474 và 475 
chỉ cách dựng giao tuyên của trụ và nón cắt bằng các mặt phẳng chiêu đứng ! trong hình 
chiêu đẳng trắc. Trong các trường hợp được xét, giao tuyên là các elip. 

Trước hệt theo hình vẽ, đặt đường dôc nhât của các mặt phăng P và Ó theo các tọa 
độ của diêm 4. Để dựng các điểm của elip, ta lây các mặt phẳng cắt phụ trợ: với trụ— 


- Dựng hình được thực hiện với các hệ sô biên dạng qui ước. 
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lây mặt phẳng song song với đường sinh trụ và mặt phẳng yØz; với nón——dùng mặt 
phẳng đi qua đỉnh nón song song với trục y. Các mặt phẳng này được cho bởi các vêt 
song song với trục y trên các mặt phẳng đáy trụ và nón. 

Với việc chọn các mặt phẳng phụ trợ như vậy, những đường thẳng theo đó chúng 
cắt các mặt phẳng P và O đều song song với trục . Giao của các đường thắng đó với 
các đường sinh của nón và trụ cho các điểm của clip. 

Trước tiên cần tìm những điểm đặc trưng được ghi trên hình vẽ bằng các chữ 4, 





HỈNH 475. 


35 
tÈ7//oulun,ha to Tế: 


A,, Bị, By và cả những điểm trên các đường bao của hình chiêu đẳng trắc. Bán 
trục nhỏ của clip giao tuyên thu được bằng c6, bảo tồn độ lớn của nó trong hình chiêu 
đẳng trắc (củ, = CØ\). Nhưng đoạn Ö,8, chỉ còn giữ ý nghĩa là trục nhỏ của 
clip trong hình chiêu đẳng trắc với mặt những Ó@. nghĩa là với góc nghiêng của mặt 
phẳng này bằng 45° như đã chỉ trên hình vẽ. 

Thật vậy, trong trường hợp này đoạn ?Ö,Đ, vì song song với trục y, nên (rong 
hình chiêu đẳng trắc vẫn vuông ĐÓC VỚI A ¡4;; do đó, các đoạn 44,4; và B,8, 
vẫn giữ ý nghĩa là các trục của clip. Với trưởng hợp góc nghiêng khác của mặt 
phẳng như đã chỉ ra trên trụ với mặt phẳng P, các đoạn thăng 4 ¡4; và B,8, 
trên hình chiều đẳng trắc không phải là trục của clip, mà chỉ là hai đường kinh liên hợi 
của nó. 

3. Dựng các đoạn tọa độ đôi với một điểm được cho trên mặt trụ 
và nón tròn xoay trong hình chiêu trục đo. Trên hình 476 cho ví dụ đôi với 
trụ và nón trong hình chiêu đẳng trắc. Trong tât cả các trường hợp, gôc tọa độ được lây 
ở tâm đáy (điểm O). 

Qua điểm 44 được cho trên mặt trụ vạch đường thẳng song song với trục z, rối từ 
hình chiều lần hai a vạch đường thẳng song song với trục y tới giao điểm với trục x. Các 
đoạn thẳng 01, 1a và a4 cho phép xác định các tọa độ của điểm 44 trong hệ trục tọa độ đã 
cho. 

Qua điểm 4 đã cho trên mặt nón vạch đường sinh và dựng hình chiêu lần hai (ÓĐ) 
của đường sinh đó. Vạch từ điểm 4 đường vuông góc tới giao điểm với OÖ, ta được 
hình chiêu lần hai của điểm 4. Tiêp theo được chỉ rõ trên hình vẽ. 

Trên hình 477 chỉ cách dựng các đoạn tọa độ của điểm được cho trên mặt nón cụt 
tròn xoay trong hình chiêu nhị trắc (hình 4774). Giả thiêt rằng ta có tiêt điện nón cắt 
bằng mặt phẳng đi qua trục nón và điểm Ö8 (hình 477B). Trên hình thang thu được vạch 
đường thắng S4//CD và đường thắng ØO cắt nó ở điểm K. Ta được OK:KB= 
=OA4:4D. Nhưng tỈ lệ thức này cũng được bảo tồn trong hình chiêu đẳng trắc. Ta 
dựng nón đỉnh ở điểm ®Š và có đường sinh song song với đường sinh của nón cụt (hình 
477c). TÌ sõ OA,:4,D, lặp lại tÍ sô OA:.1D có mặt trong tỉ lệ thức nói trên. Bây 
giờ có thê nhận được điểm K trên ÓØÿ trên hình 477c. Đường sinh vạch từ các điểm Š và 
E xác định điểm K (hình 4772) và hình chiêu OØZ# của đường sinh trên đó có điểm 8. Từ 
đó ta có khả năng thu được hình chiêu lần hai 5 (hình 477e) và các tọa độ Bb, b1 và O] 
xác định các tọa độ z, y và x. 


Dựng hình nói trên dùng được trong trường hợp nêu không thể vẽ bổ sung nón cụt. 





HINH 476, 
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thành nón đủ. Nêu có thể vẽ thành nón đủ thì dựng hình được tiên hành như đã chỉ trên 
hình 4775 cho trường hợp nón. 

4. Ví dụ dựng giao tuyên của các mặt nón và trụ với nhau. Giao 
tuyên được vẽ theo từng điểm: các điểm này có thể vẽ theo tọa độ của chúng lây từ các 
hình chiêu vuông góc, hoặc bằng phương pháp các mặt phẳng cắt phụ trợ trực tiêềp trên 
các hình chiêu trục đo. Phương pháp sau được chỉ ra trên hình 478a—— đ. 

Các mặt phẳng cắt phụ trợ cắt trụ và nón đã cho theo các đường sinh. Trên hình 
478a, trục của các trụ cắt nhau, còn trên hình b, chúng chéo nhau. Nêu trên hình z. các 
điểm 4 và 4, được xác định nhở mặt phẳng cắt đi qua trục của cả hai trụ, thì trên 
hình ø cần tính đên sự chuyển dời một đoạn /!. Trên hình 47§e, các mặt phẳng cắt đi 
qua đường thẳng S,S,, còn vêL của chúng lên mặt phẳng đáy nón đỉnh Š, đi qua 
vÊt của đường thẳng Š,Š5; lên mặt phẳng đó. Trên hình 478đ, các mặt phẳng di 
qua đường thẳng 4⁄N vạch từ đỉnh nón (điểm ®) song song với đường sinh của trụ. 

5. Dựng các tiêp điểm của vòng tròn — đường bao ngoài hình 
chiêu của mặt cầu với clip — hình chiều của vòng tròn giao tuyền 
của mặt cầu với mặt phẳng. Trên hình 479z vẽ mặt cầu bị cắt bới ba mặt 


‡ 
~ 


phẳng— mặt phẳng cạnh (7), mặt phẳng bằng (@) và mặt phẳng chiêu đứng (S). Theo 
hình vẽ này dựng hình chiêu đẳng trắc (hình 4795) theo hệ sô biên dạng qui ước. Elip 
⁄, được vẽ như đã chỉ trên hình 469, còn elip #;—như trên hình 465. Hình chiều 





'_ Ghi các điểm bằng các chữ chỉ để giải thích, 
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mặt cầu được cho bằng đường bao ngoài — vòng tròn bán kính bằng 1,22R. Vòng tròn 
này tiêp xúc elip #¡ ở điểm K và elip E, ở điểm L. 

Ta hãy xét điểm K được tìm như thê nào. Điểm này thuộc vòng tròn — đường bao 
hình chiều mặt cầu, nghĩa là nằm trong mặt phẳng hình chiêu đẳng trắc (7P) và đồng thời 
nằm trên elip E\, nghĩa là thuộc mặt phẳng 7 cắt mặt cầu. Nhưng nêu điểm thuộc 
đồng thời hai mặt phẳng thì nó thuộc g1ao tuyên của các mặt phẳng đó. 

Mặt phẳng hình chiêu đăng trắc, như đã biết, nghiêng đều với ƒ, 7! và W/. Tam giác 
vêt của mặt phẳng đó là tam giác dều (xem hình 457). Mang mặt phẳng P đên điểm Ớ„ 
nghĩa là đên gôc các trục và tâm mặt cầu, ta được vị trí các vềt như chỉ trên hình 479c. 

Mặt phẳng 7 trong hệ cũng những trục đó được biểu diễn bằng vêt như chỉ trên 
hình 479đ. Đặt trùng các hình c) và đ), rồi dựng giao tuyên của hai mặt phẳng P và 
7 (hình 479e): đường thẳng A⁄N đi qua giao điểm A⁄ của các vêt bằng song song với vêt 
P,„„ vì T//W (trong đó P,„ 1 O„x, do đó MN 1 O„x). 

Bây giờ chỉ còn phải tìm điểm K là giao điểm của đường thẳng MN với vòng 
tròn—— hình chiêu đẳng trắc của mặt cầu (hình 479/). 

Đề xác định vị trí điểm 7 (xem hình 479) cần biêu diễn mặt phẳng chiêu đứng 
3 trong hệ trục đẳng trắc (hình 479ø) và sau đó tìm đường thẳng giao tuyên của các mặt ” 
phẳng P và ® (hình 479h): đường thẳng này đi qua giao điểm Mí, của các vêt s%. 





HÌNH 47% q. 
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HÌNH 479. 


P, và qua giao điểm , của các vêt $, P„ Điểm L cần tìm là giao điểm của 
đường thẳng A⁄,W, với vòng tròn hình chiêu đẳng trắc của mặt cầu (hình 479). 


75. Một vài hình chiêu trục đo xiên góc 


Trong sô các hình chiêu trục đo xiên góc, trước hêt ta dừng ở hình 
chiêu thường được áp dụng vẽ trên mặt phẳng song song với mặt 
phẳng ƒ. Nêu mặt phẳng hình chiêu trục đo P song song với mặt 
phẳng Ƒ, thì không nên chọn hướng chiêu song song với mặt phẳng 
W⁄, vì hình chiều các trục tọa độ sẽ ở vị trí mà hình biểu diễn trục đo sẽ 
ít nỗi. Hướng chiêu cần được chọn sao cho hình chiêu các trục tọa độ 
lên mặt phẳng P được đặt như chỉ trên hình 480. Trong đó các đoạn 
theo các trục x v z được chiêu không biên dạng cũng như đôi với 
chính góc xÓ,z; như vậy, (heo các trục O,x và O,z trên mặt 
phẳng P, các hệ sỐ biền dạng bảng đơn vị. Còn đi với trục y thì hệ sô 
biên dạng tương ứng có thể có những trị sô khác nhau, trong đó có 
đơn vị; trong trường hợp này ta sẽ có hình chiêu đẳng trắc xiên. Nều hệ 
sô biên dạng theo trục @„y không bằng đơn vị thì hình chiêu trục đo 
xiên góc lên mặt phẳng P sẽ là nhị trắc. 
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HÌNH 480. 





HÌNH 481. 


Đoạn ỞØ, song song với hướng chiêu và các đoạn Óy, Ó¡y xác định tam giác 
vuông ÓyO, (róp OyOÓ, vuông). Thật vậy, đoạn Óy vuông BÓC với mặt phẳng , và 
vị mặt phốn P song song với mặt phẳng ƒ, nên đo đó mặt phẳng P vuông góc với Óÿy. 
Xoay tam giác OyO, quanh cạnh góc vuông Óy, có thê thu được những vị trí khác 
nhau của điểm O, trên mặt phẳng P, thêm vào đó BMSNG tầt cả các vị trí, điểm Ó\ 
cách trục y cùng một khoảng cách: qui tích các vị trí của điểm Ó, sẽ là vòng tròn tâm 
y bán kính yỚ;. Trên hình 480 bên phải chỉ ra hai vị trí như vậy: Ø, và O,; mỗi 
một điểm OÓ, và Ó, dùng làm gôc các trục, trong đó các trục x Và z bảo tồn hướng, 
còn trục (hay đổi hưé ớng: điều này được biểu thị bằng sự thay đổi góc Œ giữa các trục 
x và y. Trong đó hướng chiêu thay đôi (xem trên hình 480, hướng của các đoạn OO, 
và ØOO.). Góc ơ có thê chọn tùy ý. 

Mặt khác, nêu lây trên mặt phẳng P gôc các trục ở điểm Ó} trên đoạn yÓØ, 
nghĩa là lây hướng chiêu song song với hướng của đoạn 00, thì độ lớn góc œ, 
không đổi, đồng thời Oi0y không bằng tỈ sÔ O\y/Oy; tỉ sô này là hệ sô biên dạng 
theo trục y. Do đó có thể chọn tùy ý cả độ lớn hệ sô biền đạng theo trục y cũng như độ 
lớn góc ơ với mục đích nhận được hình biểu diễn có sức biểu đạt nhât. 


Hình chiều trục đo xiên góc lên mặt phẳng song song với mặt 
phẳng W mà ta xét được gọi là ‹jhình chiêu mặn, ngoài ra còn gọi là 
hình chiêu cưỡi ngựa» hoặc «phôi cảnh cưỡi ngựa». Người ra rât 
hay dùng trường hợp hình chiêu mặt khi mà hệ sô biên dạng theo trục 
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HÌNH 482. 





HỈÌNH 483. 


y được chọn bằng 0,5 và góc ơ lây bằng 45°: hình chiêu này đôi khi 
được gọi là «hinh chiêu phòng giây»!. 

Trên hình 481 biểu diễn hình lập phương trong hình chiêu phòng 
giầy. Mặt trước lặp lại hình chiêu lên mặt phẳng V. Vì vậy, vòng tròn 
nội tiêp mặt đó vẫn là vòng tròn trong hình chiêu phòng giây. Từ đó có 
thê rút ra kêt luận rằng hình chiêu phong giây là phương pháp đặc biệt 
đơn giản và rõ ràng để biểu diễn các vật thể có đường bao là đường 
thăng, dùng thuận tiện khi dựng các hình biếu điễn trong các trường 
hợp phải vẽ các vòng tròn nằm trong các mặt phẳng song song với mặt 
phẳng hình chiêu trục đo, nghĩa là //ƒ. 

Nêu trong hình chiêu phòng giây cần biểu diễn vòng tròn nằm 

'CabineL projection (Anh). 
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trong mặt phẳng song song với mặt phăng hình chiêu ; và M, thì ta 
nội tiêp vòng tròn đó trong hình vuông, dựng hình bình hanh là hình 
chiêu phòng g1ầy của hình vuông đó, sau đó đánh dâu trên vòng tron 
một sö điểm và dự ng hình chiêu của chúng. Các điểm này sẽ nằm trên 
elip—— hình chiêu của vòng tròn. 

Trên hình 482 chỉ cách dựng các điểm của elip— hình chiêu của 
vòng tròn nằm trong mặt phẳng song song với mặt phẳng H. Trước 
hêt vòng tròn được nội tiêp trong hình vuông và dựng hình chiêu của 
hình vuông đó. Đường kính 4C bảo tồn chiều dài và hướng của nó (ta 
được các điểm z và e); đường kính 8D vuông BỌC với 4C ở vị trí 
nghiêng một góc 45° đôi với øc và ngắn đi một nửa (các điêm ở và 3). 
Các dây cung ÄO và NP thu được do vẽ các đường chéo của hình 
vuông cho bôn điểm nữa (m,4,), thêm vào đó mq = MO\|2. 
np = NP/2, ok = OK. Tiềp đó lây một đoạn ÓR tùy ý và đặt theo 
hướng øa; qua điểm z vạch đoạn s/ song song với Đđ và bằng ST: 2. Ta 
được thêm hai điểm nữa (s và 7) thuộc clip cần tìm. Làm tương tự như 
vậy có thể tìm được hàng loạt điêm nằm trên đường elip. 

Dựng hình chiêu của vòng tròn nằm trong mặt phằng song song 
với tương tự như trên. 


Ta cũng lưu ý trường hợp hình chiêu trục đo xiên, khi mặt phẳng hình chiêu trục đo 
song song với mặt phẳng H (hình 483). Ở vị trí như vậy của mặt phẳng P, góc 
x0, y= 090°. Còn với trục z thu được trên mặt phẳng P thì hệ sô biền dạng tương 
ứng được biếu thị bằng tỈ sô O„z: Öz (các đoạn Ø,z và Ởz là các cạnh của tam giác 
vuông ÓzØ,„ góc vuông ở điểm sĩ Trong các trường hợp khi áp dụng hình chiều trục 
đo xiên nhữ vậy, hướng chiêu được lầy nghiêng một góc 45” với mặt phằng P (hoặc mặt 
phẳng 77). Trong đó đoạn Ø,z bằng đoạn Øz, nghĩa là hệ sô biền dạng theo trục z bằng 
đơn vị và bản thân hình chiều là đẳng trắc. 


CÂU HỎI CHO CHƯƠNG XII 


. Phương pháp chiêu trục đo là gỉ? 
. Hệ sô (hoặc chỉ sô) biên dạng là gì? 
.- Hình chiêu lần hai của điểm là gì? 
Chuyên từ tọa độ vuông góc sang tọa độ trục đo được thực hiện như thê nào? 

5. Nội dung «mệnh đề cơ bản của phép chiêu trục đo» (nói cách khác «định lý cơ 
bản của phép chiêu trục đo») là gi? 

6. Trong những trường hợp nào hình chiêu trục đo gọi là: 

a) đẳng trắc; b) nhị trắc; c) tam trắc? 

7. Hình chiêu trục đo vuông góc và xiên góc khác nhau ở chỗ nào? 

8. Đường cong nào là đường bao ngoài của hình chiêu trục đo của mặt cầu: a) 
trục đo xiên góc; b) trục đo vuông góc? 


9. Tổng các bình phương các hệ sô biên dạng trong hình chiêu trục đo vuông góc 
bằng bao nhiêu? 


+> C9 b) — 
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I0. Các hệ sö biên dạng trong hình chiều trục đo vuông góc bằng bao nhiêu trong 
các trường hợp: 

a) đẳng trắc; b) nhị trắc (với tỈ lệ các hệ số là l: 0,5: l}? 
Các hệ sö đó là bao nhiêu nều là hệ sô dạng qui ước? 

I1. ‹Tam giác vều› là gì và từ tam giác vẽt có thể có những kêt luận gì trong hình 
chiêu trục đo vuông góc? | 

I2. Dựng các trục trong hình chiêu trục đo vuông góc như thê nào trong các 
trường hợp: a) đẳng trắc; b) nhị trắc (1: 0,5: l)? _ 

13. Xác định như thê nào hướng và độ lớn trục nhỏ của elip là hình chiêu đẳng trắc 
hoặc nhị trắc của vòng tròn nằm ở: a) mặt phẳng thường; b) mặt phẳng chiều đứng và 
chiêu bằng; c) mặt phẳng mặt, bằng và cạnh? 

I4. Trong những trường hợp nào hình chiêu trục đo vuông góc của vòng tròn có 
thê là đoạn thẳng hay vòng tròn? 

15. Xác định như thê nào tọa độ các điểm được cho trong hình chiêu trục đo vuông 
góc trên các mặt: a) cầu; b) trụ tròn xoay; €) nón tròn xoay? 

ló. Hình chiêu trục đo xiên góc nào gọi là: 

a) hình chiều mặt hoặc hình chiêu cưỡi ngựa; 
b) hình chiêu phòng giây? 
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Phụ lục 


76. Về tương ứng aphin phôi cảnh và áp dụng vào việc giải 
một sô bài toán 


Ta hãy xét ứương ứng aphin phôi cảnh của các hình nằm trong hai mặt phẳng cắt 
nhau hoặc nằm trên một mặt phẳng trong hệ thông chiều song song. Trên hình 484, các 
điểm 4i và B, của mặt phẳng 7 chiêu song song theo hướng được cho bằng mũi tên 
lên mặt phẳng P. Các đường thẳng chiêu 4,4; và B,B, xác định mặt phẳng 
chiều; mặt phẳng này cắt các mặt phẳng 7 và P theo các đường thăng CZ, và CB. 
tụ trên đường thăng Ä⁄W ở điểm C. 

Nêu lây trong mặt phẳng 7 một đường thắng nào đó 4, thì hình chiêu của 
đường thắng đó thuộc mặt phẳng P, khi kéo dài sẽ cắt chính đường thẳng 4,, 
ở trên giao tuyên của các mặt phẳng 7 và P. 

Hình chiêu song song của các điểm thuộc mặt phẳng 7 lên mặt phẳng P xác lập giữa 
hai mặt phẳng này một tương ứng nào đó; ứng với điểm 4, thuộc mặt phẳng 7 là 
điểm 4; thuộc mặt phẳng P, ứng với điểm Ö, là điểm B, v.v... Tương ứng này có 
những tính chât cơ bản sau: 

I) Ứng với mỗi điểm của mặt phẳng này là điểm duy nhât của mặt phẳng kia 
(tương ứng một—— một); 

2) Nêu trên đường thẳng nằm trong một mặt phẳng xác lập sự tồn tại hai điểm ứng 
với hai điểm của đường thẳng thuộc mặt phẳng kia, thì hai đường thẳng này ứng với 
nhau, thêm vào đó ứng với mỗi điểm của đường thẳng này là một điểm xác định của 
đường thẳng kia; 

3) Đường thẳng của một mặt phẳng cắt đường thẳng tương ửng với nó thuộc mặt 
phẳng kia ở điểm thuộc giao tuyên của hai mặt phẳng !: 

4) Đường thắng theo đó cả hai mặt phẳng cắt nhau ứng với chính nó; 

5) Nêu các đường thắng của một mặt phẳng song song với nhau thì các đường 
thắng tương ứng thuộc mặt phẳng kia cũng song song với nhau: 

6) Tỷ sô của hai đoạn thẳng trong một mặt phẳng và cùng nằm trên một đường 
thắng hoặc trên hai đường thẳng song song bằng tỷ sô của hai đoạn thẳng tương ứng 
trong mặt phẳng kia. 
| Tương ứng được xét giữa hai mặt phẳng có những tính chât kể trên gọi là rơng 

ứng aphin phôi cánh ?, hoặc gọi ngắn hơn là aphin phôi cảnh. Trên hình 484. các điểm 
4; và B, aphm phôi cảnh với các điềm 4, và ụ; đường thắng 4,B, aphin 
phôi cảnh với đường thẳng 4:Ö.. 





'_Nều các đường thẳng này song song với giao tuyên của các mặt phẳng thì giao 
điểm của các đường thẳng ở xa vô tận. 

?_Aphin phôi cảnh là trường hợp đặc biệt của tirơng ng aphin của hai mặt phẳng 
được nghiên cứu trong hình học cao cầp. Affinis (La Tỉnh) —-kể liền, lân cận; 
aÍfinitas— tính aphin, tính giông nhau. 
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HÌNH 484. 


Nều lây trong mặt phẳng 7 một hình nào đó và trong mặt phẳng P xét các điểm 
aphin phôi cảnh với tât cả các điểm của hình đó, thì tập hợp các điểm này sẽ cho trên 
mặt phẳng P hình tương ứng aphin phôi cảnh với hình lây trên mặt phẳng T. 

Đường thẳng giao tuyên ÄZXN của các mặt phẳng gọi là rực aphin phôi cảnh. 

Trên hình 485 bên trái cũng các mặt phẳng đó được cho ở vị trí chập với nhau: mặt 
phẳng 7 xoay quanh đường thẳng MN chập với mặt phẳng P. 

Nêu chọn hướng xoay ngược lại, ta được vị trí chập của các mặt phẳng như chỉ ra 
trên hình 485 bên phải. 

Nêu giữa các mặt phẳng 7 và P trong không gian đã xác lập tương ứng aphìn phôi 
cảnh, thì sau khi chập các mặt phẳng đó (hình 485), giữa các điểm, đường thẳng và hình 
của các mặt phẳng đó cũng sẽ cỏ tương ứng aphin phôi cảnh, theo tính chât của nó, 
trùng với các tính châầt của aphin phôi cảnh được xác lập do phép chiều song song. Thực 
vậy, trong cả hai trường hợp, ứng với đường thăng là đường thẳng, ứng với điểm 
trên một trong các đường thẳng là điểm xác định trên đường thẳng kia, tỷ sô 
CA4.jA,B, vẫn bằng tỷ sô CA/4,B, và tính song song của các đường 
thắng chiêu 4,4;, ,B;, (hình 484) chuyển thành tính song song của các đường 
thẳng 4⁄4;, Ö,B, trên hình 485 sau khi chập các mặt phẳng. 
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Như vậy, không phụ thuộc vào việc chúng ta xét các đường thẳng tương ứng aphin 
phôi cảnh trong không gian hay khi các mặt phẳng chập với nhau. các đường thẳng 
aphin phối cảnh cắt nhau trên trục aphin phôi cảnh và các điểm tương ứng nằm trên các 
dường thắng song song với nhau. 

Hướng của đường thẳng 4,4, bây giờ không phải là hướng chiêu nữa (như 
trên hình 484); ta sẽ gọi nó là hướng aphin phôi cảnh. 

Nêu trên hình vẽ của hai mặt phẳng trùng nhau cho trục aphin phôi cảnh và hai 
điểm tương ứng, thì với mỗi điểm khác có thê tìm điểm tương ứng trong aphin phôi 
cảnh đã cho. Giả thiệt (hình 486) MA là trục aphin phôi cảnh, 4, và 4: là các điểm 
tương ứng, do đó 4,4; là hướng aphin phôi cảnh. Yêu cầu tìm điểm tương ứng 
của điểm Ø,. Vạch đông thắng B,A, tới khi cắt MN; qua điểm € và 4, vạch 
đường thắng trên đó ta tìm điểm B aphin phôi cảnh của Ö, bằng cách kẻ B,B, 
song song với 4;4. 

Biêt cách đựng các điểm tương ứng aphin phôi cảnh, có thể dựng hình aphin phôi 
cảnh với hình đã cho, 

Nêu hình đã cho là đa giác thì hình tương ứng aphin phôi cảnh cũng là đa giác cùng 
sô cạnh và muôn dựng nó chỉ cần tìm các điểm aphin phôi cảnh với các đỉnh và nồi 
chúng bằng những đoạn thăng. 

Nêu hình đã cho là cong thì dựng hình aphin phôi cảnh của nó bằng cách dựng 
tương ứng aphin phôi cảnh của một sô điểm của hình đã cho; qua những điểm thu được 
ta vẽ đường cong. 

Xét hình aphin phôi cảnh của hình đã cho, ta thây rằng độ lớn các góc nói chung 
không bảo tồn (xem ví dụ hình 491: các góc của tứ giác abcđ không bằng các gòc tương 
ứng trong tứ giác aphin phôi cảnh 4,B,C D,). Tuy nhiên, khi cho trục aphin 
phôi cảnh (hình 487), cặp điểm tương ứng A, A; và cặp đường thẳng tương ứng 
AIM,, 4;M, đi qua các điểm đó, có thể dựng một cặp đường thẳng tương ứng 
AM và A¿N sao cho góc MỊỤA(.N, sẽ bằng góc Ä,4,M,. Từ 
điểm A; hạ đường vuông góc tới đường thắng MN và dựng điểm 4; sao cho 
A,K = KA.. Qua các điểm Á, 4 và M, vẽ vòng tròn cắt A⁄N ở điểm M, 
nữa. Tiềp theo được chỉ rõ trên hình. 

Trong tương ứng aphin phôi cảnh của hai mặt phẳng được cho bằng trục và hai 
điểm tương ứng 4 và 4,, có thế dựng hai hướng vuông góc của một trong hai mặt 
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phẳng ứng với hai hướng vuông góc của mặt phẳng kia. Những hướng như vậy gọi là 
hướng chính trong tương ứng aphin phôi cảnh dã cho. Trên hình 488 chỉ cách dựng hình. 

Đoạn thẳng 4,4; chia làm hai phần bằng nhau ở điểm K, qua điểm này dựng 
đường vuông góc với 4⁄4; tới giao điểm € với MN. Từ điểm € làm tâm vẽ vòng 
tròn đi qua 4, và 4;. Ta được hai cặp đường thắng tương ứng aphin phôi cảnh: 
A,M và A,M, A,N và A;N. Các góc MA,N và M4;N đều vuông. 

Hình aphin phôi cảnh của vòng tròn nói chung sẽ là elip, thêm vào đó các đường kính 
vuông góc với nhau của vòng tròn chuyên thành đường kính liên hợp của clip. 

Trên hình 489 vẽ trục aphin phôi cảnh Ä⁄4N và hai điểm tương ứng Œ), và €Œ¿, 
trong đó €, là tâm của vòng tròn đã che. Hướng aphin phôi cảnh ŒŒ, đặt 
vuông góc với trục. Đã dựng hình aphin phôi cảnh của vòng tròn — đó là elip tâm Œ;. 
Các bán trục của elip 4,C, và 8,C, được vẽ như những đường thẳng tương 
ứng aphín phôi cảnh với hai bán kính vuông góc với nhau 4jŒ, và BẠŒ,. 





HÌNH 490, 
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Trong trường hợp đã cho, góc vuông 4;C,K tương ứng với góc vuông 4,C,K 
thu được do vẽ đường thẳng 4;C;/JMN, vì CA,JMN. 

Trên hình 490 chỉ cách dựng các bán trục 4,C, và Ö;C, của elip tương 
ứng aphin phôi cảnh của vòng tròn tâm Œ;j, khi hướng aphin phôi cảnh ŒC; 
không vuông góc với trục aphin phôi cảnh. Đã áp dụng dựng hình phụ theo hình 488 để 
tìm các hướng chính Ä⁄Œ, và NCŒ, MC, và NC, Các hướng chính này xác 
định các đường kính vuông góc với nhau của vòng tròn mà biên đôi thành trục elip (trên 
hình 490 chỉ cách dựng của các bán trục 4;€, và Ö,€;). | 

Nêu lây một mặt phẳng thường trong hệ các mặt phằng ⁄, H và M, thì giữa mặt 
phẳng P và mỗi mặt phẳng hình chiêu có tương ứng aphin phôi cảnh được nói ở trên, vì 
chiêu vuông góc la trường hợp đặc biệt của chiêu song song tông quát. Các vêt của mặt 
phẳng P sẽ là các trục aphin phôi cảnh: vêt P„—cho các mặt phẳng P và HH, vêt 
P.—cho P và V, vêt P„—cho P và W. Đường thẳng nằm trong mặt phẳng P và 
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mỗi hình chiêu của nó cắt nhau trên các vềt tương ứng của mặt phẳng, nghĩa là trên các 
trục aphin phôi cảnh. 

Trên hình 491 dựng tứ giác 48C D, (dạng thật của nó) như là hình 
tương ứng aphin phôi cảnh với hình chiêu aôcd. Vêt P, của mặt phẳng chiêu đứng 
trong đỏ có tứ giác đã cho dùng làm trục aphin phôi cảnh; hướng aphin vuông góc với 
P,. Bằng phương pháp thông thường (phương pháp chập) ta tìm điểm C€_ tương 
ứng aphin phổi cảnh của điểm c, sau đó dựng các điểm 41, B„, D, theo sơ đổ trên 
hình 4§ó. 

Hình 492 chỉ rõ, giữa các hình chiêu bằng và chiều đứng của mỗi hình phẳng (trong 
trường hợp đã cho là tam giác) tổn tại tương ứng aphin phôi cảnh. 

Trước hêt ta lưu ý rằng các đường thẳng nôi các điểm ø và z¿, b và ð“, e và c đều 
song song với nhau. Tiêp đó cần xác lập rằng hai ~_ thắng bât kỳ tương ứng với nhau sẽ 
cắt nhau trên cùng một đường thẳng. Kéo dài để hai đường thắng ab và ab“ cắt nhau. 
Điêm mm, đồng thời là hình chiêu đứng và hình chiều bằng của điểm thuộc đường 
thẳng 4B trong không gian. Các hình trùng nhau chứng tỏ điểm này cách đều các mặt 
phẳng H và E. 

Cùng có thể nói như vậy đôi với các điểm zm, và mạ. Sự cách đều các mặt phẳng 
H và V của các điểm cho phép kêt luận rằng các điểm này thuộc mặt phẳng của tam giác 
ABC, đồng thời thuộc mặt phẳng chia góc hai và góc bôn (phần tư) của không gian 
thành hai phần bằng nhau. 

Trên hình 492, mặt phẳng này được biểu thị bằng vêt Ó,. Vì các điểm được xét 
đồng thời phải thuộc hai mặt phẳng—— mặt phẳng Q@ và mặt phẳng của tam giác 4ĐC, 
nên rõ ràng chúng phải thuộc giao tuyên của mặt phẳng tam giác 48C và mặt phẳng Ó. 
Đường thẳng này, thuộc mặt phẳng chia góc hai và góc bồn (phần tư) của không gian 
thành hai phần bằng nhau, được biểu diễn trên mặt phẳng !ƒ và W bằng cùng một 
đường thẳng (chiêu bằng và chiêu đứng trùng nhau), do đó các điểm m¡,, 0m, và 
; nằm trên một đường thẳng, đó là trục aphin phôi cảnh. Các hình chiêu của một 
đưởng thẳng bât kỳ nằm trong mặt phẳng của tam giác 4ØC cắt nhau trên trục aphin 
vừa tim được !. 

Như vậy, các hình chiêu abc và #b/c' là tương ứng aphin phôi cảnh; hướng aphin 
phôi cảnh vuông góc với trục x, trục aphin phôi cảnh nói chung nghiêng một góc nào đó 
đôi với trục x. Trong trường hợp nêu mặt phẳng của hình được cho đi qua trục x, thì 
trục aphin phôi cảnh của các hình chiêu đứng và chiêu bằng trùng với trục x. 

Với các hình chiêu bằng và chiêu đứng của mọi hình ở cùng trong một mặt phẳng, 
có trục aphin phôi cảnh chung; thật vậy, trục này là hình chiêu bằng và hình chiêu đứng 
trùng nhau của giao tuyên của một mặt phẳng nào đó với mặt phẳng Ó cô định (hình 
492). 

Trên hình 493, tương ứng aphin phôi cảnh được áp dụng để dựng hình chiêu bằng 
của tứ giác, nêu biêt được hình chiêu đứng của nó ”“c# và hình chiêu bằng của ba 
đỉnh (các điểm z, ở, e). 

Trước hêt tìm các điểm m,, my và như vậy xác định trục aphin phôi cảnh. Sau 
đó kéo dài đường thẳng Z tới khi cắt trục aphin phôi cảnh và nôi điểm mè; thu được 
với điểm ø bằng đường thẳng. 


!Nều đường thẳng nằm trong mặt phẳng của tam giác .4BC và song song với trục 
aphin phôi cảnh thì nó cắt trục này ở vô tận; cả hai hình chiều của nó song song với trục 
aphin phôi cảnh. 
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Điểm ở cẩn tìm là giao điểm của đường thẳng ưm; với đường dóng đ¿/. Chỉ còn 
phải nôi các điểm zø và đ, các điểm c và đ bằng các đường thẳng. 

Trên hình 494 bên trái áp dụng tương ứng aphin phôi cảnh đề dựng các hình chiều của 
giao điểm của đường thăng E£Ƒ với mặt phẳng được cho bằng hai đường song song 48 
và CD. 

Bài toản dẫn đên tìm trên các đường thẳng ¿ƒ và đƒ” các điểm tương ứng trong 
aphin phôi cảnh đã cho. Tương ứng này được xác định bởi hai điểm tương ứng bât kỳ 
(trên hình 494 lây các điểm ø và #) và trục aphin phôi cảnh vạch qua các điểm mị, 
m›; là giao điểm của các đường thẳng øb và a!⁄, cd và c#. Nêu tiêp đó dựng đường 
thắng tương ứng với đường thẳng e# thì như vậy trong mặt phẳng được cho bởi hai 
đường thẳng 4ð và CD, ta đã vạch một đường thẳng mới nào đó nằm đồng thời cùng 
trong một mặt phẳng với đường thẳng EF đã cho (có chung hình chiêu đứng Z£//). 

Dựng đường thẳng tương ứng aphin phôi cảnh với đường thắng eƒ được thực 
hiện như sau: dùng cặp điểm tương ứng ø, ø và một điểm 7 chọn tùy ý trên dường 
thắng e7ƒ, ta dựng điểm ¿ tương ứng với 7; nêu tiêp đó tìm điểm mạ, rồi qua điểm này 
và điểm ¡ vạch đường thẳng thì đó là đường thẳng tương ứng aphin phôi cảnh với ¿ƒ. 
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Chỉ còn phải ghi điểm * là giao điểm của các đường thẳng ữn, và eƒ, Điểm k này là 
hình chiêu bằng của giao điểm cần tìm. 

Trên hình 494 bên phải chỉ cách giải bài toán đó, nhưng bằng phương pháp trình 
bày ở mục 25: qua đường thắng EF vạch mặt phẳng ,S, dựng đường thẳng có hình chiêu 
1⁄2' và 12, theo đó mặt phăng ,Š cắt mặt phẳng đã cho, được hình chiêu & của điểm cần 
tìm, rồi theo đó dựng hình chiêu k“. Cách dựng hình này đơn giản hơn là cách ở hình 
bền trái. 

Nhưng ở ví dụ dẫn trên hình 495, áp dụng tương ứng aphin phôi cảnh cho phép vẽ 
trục của elip (điều này không làm trên các hình 364— 366 ở mục 56), mà không phải 
chuyên từ đường kính liên hợp sang các trục. 

Ta không giải thích cách tìm một sô điểm của elip—— hình chiêu đứng tiêt diện của 
trụ cắt bằng mặt phẳng (điều này đã làm ở mục 56). Ở đây ta chỉ dừng ở cách dựng các 
trục clip. 

Các hình chiêu của hình tiêt diện — elip và vòng tròn— tương ứng aphin phôi cảnh 
với hướng aphin phôi cảnh vuông góc với trục x. Trục aphin phôi cảnh là đường thẳng 
AMN được dựng nhờ các hình chiêu tương MEHR k“ơ”, ko của cùng tương ứng aphin phôi 
cảnh đó và cũng nhờ vềt P, và trục x: tìm điểm k, rồi qua điểm đó và P, vạch đường 
thẳng, ta được trục aphin phôi cảnh. Bây giờ bằng phương pháp đã chỉ trên hình 490, ta 
tìm các hướng vuông góc với nhau — với hình chiêu đứng đó là Nơ' và Ä⁄ø“, với hình 
chiều bằng là Wø và Moø; theo các điểm 3 và 4 dựng các đỉnh 3 và 4“ trên trục lớn của 
elip, rồi theo các điểm 5 và 6 dựng các đỉnh 5 và ố“ trên trục nhỏ của elip. 

Trên hình 496 xét trường hợp giao tuyên của nón nghiêng cắt bằng mặt phẳng 
được cho bằng hai đường thẳng cắt nhau 4ð và BC. 

Trục aphin phôi cảnh cùng với một cặp điểm tương ứng, ví dụ, z và đ', xác định 
tương ứng aphin phôi cảnh. Trục này đi qua các giao điểm m\ và m„, của các hình 
chiêu a° và 4#, bc và b“c. Hướng aphin phôi cảnh vuông góc với trục x. 

Vì tiêt diện cần tìm của nón sẽ nằm trong mặt phẳng được xác định bởi các đường 
thẳng 4 và ÖC, nên bài toán dẫn đên tìm trên các hình chiêu của nón các cặp điểm 
tương ứng trong aphin phôi cảnh đã cho. 

Ta dựng điểm s¡ tương ứng với s“ (nhờ cặp điểm tương ứng đ, # và điểm „à 
trên trục aphin phôi cảnh). 

Nêu kéo dài các hình chiêu đứng các đường sinh của nón tới giao điểm với trục 
aphin phôi cảnh ở các điểm mụ, nạ, my v.v... và sau đó nồi tât cẢ các điểm này với 
điểm s, bằng các đường thắng, thì ta được một loạt đường thẳng nằm trong mặt 
phẳng đã cho; các hình chiêu của các đường thẳng này tương ứng aphin phôi cảnh với 
nhau. 

Lầy giao điểm của hình chiêu bằng của đường sinh với hình chiêu bằng sụn, 
$1; V. V.. - tương ứng với hình chiêu đứng của đường sinh đó, ta được hình chiêu 
bằng của điểm thuộc tiêt diện của nón cắt bởi mặt phẳng đã cho. Ví dụ, điểm k là giao 
điểm của các đường thẳng s / Và s7; ta tìm hình chiêu đứng tương ứng #?. Như 
vậy đã tìm được điểm XK là điểm nằm trên đường sinh của nón và đồng thời thuộc mặt 
phẳng đã cho. 


Tìm một sô điểm bằng phương pháp tương tự, ta có khả năng dựng các clip là hình 
chiêu của tiêt diện. 
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I. Tương ứng giữa hai mặt phẳng cắt nhau trong phép chiêu song song có những 
tính châầt cơ bản gì? | 

2. Tương ứng đó có tên gọi là gì? 

3. Trục và hướng aphin phôi cảnh là gì? 

4. Trong tương ứng aphin phôi cảnh đã cho, những hướng nào gọi là hướng 
chính? 

5. Hình nào tương ứng aphin phôi cảnh với vòng tròn? 

6. Khi hướng aphin phôi cảnh không vuông góc với trục aphin phôi cảnh, vẽ các 
trục elip tương ứng với vòng tròn như thê nào? 

7. Chứng minh như thê nào rằng giữa các hình chiêu đứng và chiêu bằng của mỗi 
hình phẳng tồn tại tương ứng aphin phôi cảnh? 

§. Trong trường hợp nào trục aphin phôi cảnh của các hình chiêu đứng và chiêu 
bằng của hình phẳng trùng với trục chiêu W/H? 
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Bảng so sánh các ký hiệu 


Các ký hiệu trong một sô sách khác (ở cột 

4 theo sách của N.E. Cheverukhim và các 

Các ký hiệu tác giả khác «Hình học họa hình», XB lần 
trong sách này thứ hai, 1963). Trong các ký hiệu 77, 

_ II, v.v.. lII-chữ hoa của chữ cái 


Các phần tử 








Hy Lạp 
| 2 3 4 5 
Các mặt phẳng hình chiêu: 
đứng “.. , â }/ 1H, TL 
GÀ co 1 nh õ (PT j H H1, T\ 
cạnh . b.“@ @ 3 Ầ W 1h TL 
BHHHẶUMWW: ¿ zố.. ...n. ® 8 'ƒ VÊẾ ÿ (TN Tu. Íuy»e› 
Các trục chiêu cơ bản .  x, y,z, VỊH Xịa; }\»: Z23 T21, 
⁄JW/ 
Trục khi đưa vào mặt 
phẳng hình chiêu phụ trợ 
(ví dụ trong hệ H, ®$) _. H/S 5+; H,/T TLỊ (Tạ 
4, B, C và những chữ hoa của chữ cái La Tỉnh, có cả các 
chữ sô 
Các điểm trong không gian 
Dãy tác điểm, !.- x 3: Áu A4 -- CIẾP _ T0 Ẩu 
ngờ. da... 
Các đường trong không 
WHÙỮ s W G. cay s ý Theo các điểm a, b, c và các chữ thường khác của 
xác định chữ cái La Tĩnh 
đường đó 
Các đoạn thắng . . . 48, CD và các tô hợp chữ hoa khác 
Các mặt phẳng 
VHIHIE g + x số P, @ và những chữ hoa ï; E, H, ủ, ñ, # 
khác của chữ cái La Tính ÓØ, 4, P ồ và các 
và các chữ chữ thường 
hoa khác của khác của 
chữ cái Hy chữ cái 
Lạp Hy Lạp 
Hình chiều của 
các điểm: 
chiêu đứng . ... - ÁN, / «+ l», in. `_ PP - TP 
chiêu bằng . .. .,, TRE ...  T #. `«.x. 
chiều cạnh. ..... ty Dve« A,Bự.... Á„; Ð:.... Á v0 vài 





-_ Ngoài ra ta còn gặp ký hiệu các mặt phẳng hình chiêu ọ, y, z và ®, F, H; ký hiệu các trục chiều X. Y, 
2, p. ƒ h; ký hiệu các mặt phẳng trong không gian Ø, @, ở, , 4; ký hiệu hình chiều các điểm 4z, 
4, Am, ký hiệu hình chiều các đường đá, đ/, đự. 
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l 2 4 5 
chiêu lên mặt phẳng 
hình chiều phụ trợ. lu ĐuPe: ' nh D Âu lu lu... Á")E”, 
4Y 
Hình chiều của 
các đường: Theo hinh 
chiều của 
các điểm xác 
định đường 
chiêu đứng _ 1c THIÊN Eu lun _-SÊT đế 
chiều bằng Ki ve. ch LÊN Và” 
chiêu cạnh . đuvlugsos thu laớa: . ĐI và” 
chiêu lên mặt phẳng 
hình chiều phụ trợ ni Tàn ñy hai ấy cl 
Hứa 
Hình chiêu của 
đoạn thẳng: 
chiêu đứng 0y  Ñ vẽ Âu 4:B.,... F xổ „ vônnh 
chiều bằng dỗ, ai„.. Đua AB... _- N - TP” 
chiêu cạnh . c (WỨ, eo Xi h 42B.s... ) liẾt - d2 
chiều lên mặt phẳng 
hình chiều phụ trợ ab„ q1,  G A.B.... - buý. In 


Vêt của đường thẳng 
trong không gian 


Vềt của các mặt 
phẳng: 

vềt đứng 

vềt bằng 

vềt cạnh 

vềt lên mặt phẳng 
hình chiều phụ trợ 


hoặc Ứ, H, P 


. Như với điểm bât kỳ hoặc thành bộ, ví dụ, W, AM. P 


' Tu ly Xe Dư ả. 
án Như với đường thẳng d„., Ð,,.... 
`Xaá bầt kỳ g.3. Ô...... 

Ta Sp ŒzqV Œxs.... 
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Mời các bạn đón đọc các loại sách 
phô biên khoa học, sách chuyên 
ngành, sách giáo khoa dùng trong 
các trường đại học và trung học 
chuyên nghiệp và nhiều thể loại 
sách khoa học kỹ thuật khác, do 
Nhà xuât bản Mir cùng hợp tác xuât bản 
với một sô nhà xuât bản Việt Nam, 
như «Y học», «Thể dục và Thế thao», 
«(Khoa học và Kỹ thuật», «Nông 
nghiệp», «Đại học và Giáo dục 
chuyên nghiệp», «Kim 
Đồng». 
Nhà xuât bản Mir 
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V.O. Goocđôn, M.A.Xêmenxôp- 

Oghiepxkli 

-_ Giáo trình hình học họa hình 

Biên tập khoa học: Nguyễn Trọng Bả 

Biên tập xuât bản: Nguyễn Hữu Chân, 
Nguyễn Hoàng Châu 

Sửa bản in: Nguyễn Duy Thuyền 

Bản dịch của Nhà xuât bản Đại học và 

Giáo dục chuyên nghiệp 


Sắp chữ và ¡n tại Liên Xô, 12000 cuôn. 
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Bạn đọc thân mên! ' 


Cộng tác với Nhà xuât bản Đại học 
và Giáo dục chuyên nghiệp, 

Nhà xuât bản Mir sẽ xuât bản bộ sách 
«Cơ sở hóa học phân tích» của 
Kreskov A.P. gồm 3 tập: I—«Cơ sở 
lý thuyêt. Phân tích định tính»; II — 
«Cơ sở lý thuyêt, Phân tích định 
lượng»; III—‹Các phương pháp phân 
tích vật lý và hóa - lý», 

Hai tập I và II sẽ ra mắt bạn đọc 
trong năm 1989. 


Nhà xuât bản Đại học và Giáo dục chuyên nghiệp 


Hà Nội 
Nhà xuât bản Mir 
Maxcơva 
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Cùng bạn đọc! 


Nhà xuât bản Mir chân thành 
cảm ơn bạn đọc góp ý kiên về 


- nội dung, dịch thuật, trình bày sách 


và để xuât mọi yêu cầu khác. 


Địa chỉ: 

Nhà xuât bản Mir 
I-RigiơxkI pêreuloc, 2 
Maxcơva, I-100, GSP, 
Liên Xô 
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